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Resumen

1 Representacion de niimeros

Demuestre que todo niimero n € N se puede representar de la forma:

n=ep-3"+--4e -3 +e

donde eq, ..., e, € {1,0,—1}

Solucion

Demostraremos esta pregunta con inducciéon simple sobre n.

Caso base n = 0: Para esto, simplemente elegimos k = 0y ¢y = 0, con lo que 0 - 3° = 0.
Hipdtesis inductiva: Asumimos que el nimero n se puede expresar como Zf:o e; - 3t

Tesis inductiva: Para expresar n + 1, por hipotesis tenemos que

k
n+1:Zei-3i+1

=0

Luego, se identifican dos casos:

1. ey < 0. En este caso, n+1 queda simplemente como Zle e;-3'+e) (ahora la sumatoria

parte desde i = 1) donde e = ey + 1.

2. e¢g = 1. Primero podemos anadir un término e;,; multiplicado por su respectiva
potencia, y para que no cambie el valor del nimero, forzamos que ex;; = 0. Luego
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llamaremos j al menor indice tal que e; # 1, luego representamos nuestro nimero de
la hipétesis como

k41 j—1
n:Zei-Sl—i-Z?f
i=j i=0
Luegon + 1 es
k41 j—1
n+l=> e-3+) 3+1
i=j i=0

Para continuar con la demostracion, introduciremos una proposicion y la demostraremos:

Proposicion: Demostrar que

j—1 j—1
(VjeEN). Y 3 +1=3-) 3
=0 i=0
Lo cual es equivalente a:

j—1
(Vj €N).2) 3 =3 -1

1=0

Luego, recordando que la formula de la suma geométrica para r # 1 es:

Tn+1 -1

n

5 A —
r—1

k=0

Luego, si reemplazamos r =3, n =j — 1y k =1, obtenemos

-

Lo cual, si multiplicamos por 2, queda igual a nuestra proposicién. Con esta proposicion
en mente, seguimos con la demostracion original.

Tenemos que n + 1 es igual a:
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k+1

i—1
n+1:Zei-3i—|—Jz:3i—l—1
i=j i=0

Luego, aplicando la proposicién y aislando el término de indice j:

k+1 j—1
ntl=> e-3+e-3+3-) 3
i=j4+1 i=0

Por 1ltimo, reordenando para obtener una expresion de la forma deseada:

k+1 Jj—1
ntl=> -3 +(e+1)-3+Y (-1)-3
i=j+1 i=0

Como e; # 1, el valor (e; +1) € {—1,0,1}, y n + 1 queda representado de la forma
deseada.

2 Divisibilidad
1. Demuestre que si ged(a,b) =1y a|be, entonces a | c.

2. Demuestre que si p es primo y p|ab, entonces p|a o p|b.

3. En clases se demostro que todo nimero natural n > 1 se puede descomponer como:

con Py, ...,pr primos y p; < po < --- < pg. Demuestre usando el resultado en el punto
anterior que esta descompocicion es tnica.

Solucion

1. Por la identidad de Bézout, se tiene que existen s,t € Z tal que
sa + tb = ged(a,b) =1
Por otra parte, como a | be, se tiene que existe k € Z tal que
ka = bc
Si multiplicamos por ¢ en ambos lados en esta ecuacién obtenemos

tka = tbc
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Reemplazando tb segiin la identidad de Bézout,

tka = (1 — sa)c
P
a
c
tk=——cs
a
c
tk —cs = —
a

Como t,k,c y s son enteros, y los enteros son cerrados bajo suma y multiplicacién,
entonces tk — cs es entero, y consecuentemente ¢ también. Con ello, concluimos que
a| e, que es lo que queriamos demostrar.

2. Hay 4 casos posibles:

o ged(p,a) = 1: en este caso, por lo demostrado en el inciso anterior, tenemos que
p|o.

o ged(p,b) = 1: andlogo al anterior.

e ged(p,a) # 1: como p es primo, solo tiene dos divisores: 1y p. Ya que el ged
entre p vy a no es 1, la tinica otra opcién es que sea p. Con ello, existe un entero
k tal que a = kp, por lo que p|a.

o ged(p,b) # 1: andlogo al anterior.

3. Se demostrara por induccién que la factorizacion prima de todo ntimero natural n > 1
es Unica.

BI: Con n = 2, es claro que la factorizacion prima es tnica.

HI: Supongamos que la factorizacion prima de todo natural k tal que 1 < & < n es
Unica.

TI: Demostraremos que la factorizacién prima de n es tnica.

Por contradiccion, supongamos que n tiene dos factorizaciones primas distintas. Luego,

n=1pPa----- Pr=q1-Ga-" (s, con r, s naturales y p ¢; primos. Como p; | ¢, entonces
pLlg-qa--- ¢s. Por lo demostrado en el inciso (2), necesariamente p; | ¢; para algin
j € {1,...,s}. Como p; y ¢; son ambos primos, nos queda que p; = ¢;. Luego,
P2 o Pr = Q1" Q-1 qj+1 " - (gs. Sin embargo, este producto es un ntmero

k < n, por lo que, por hipétesis de induccion, no puede tener dos factorizaciones primas
distintas, con lo que llegamos a una contradiccion.

Concluimos que la factorizacién prima de todo nimero natural n > 1 es unica.

3 Uno cortito

Sean a, b € 7Z tales que a,b > 0. Demuestre que a | (a + 1) — 1.

4
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Solucién
Si a = 1 la afirmacién se cumple trivialmente. Consideremos el caso en que a > 1. Usando

propiedades de mddulo:
( + 1)
a+ 1) mod a) — (1 mod a)) mod a

a (((
(H a+ 1 mod a)) mod a) - 1) mod a

N(
(1) =))

(1-1)moda

Como (a —1)* —1 =, 0, concluimos que a | (a — 1)” — 1, que es lo que querfamos demostrar.
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