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1. a)

MAT1610 x Calculo I
Interrogacion N° 2

Sean h(z) y f(z) funciones derivables y definidas en (0,00) tales que
1
f'(z) = arctan(z) y K (z) = e Si

o) = 5 h(1+0%) — of ()

Demuestre que (f 4 g) es funcién constante en R

Solucion
Si W = 0,, entonces f es funcion constante.
d(f+g) _ d 1 ' _ 1 r_ / !
WD 2 (@) G4 = af @) = £10) 4 5 1+ ) = (o)
1
= J@) 5 M) 20— @) —af () = T = e = 0

Luego f + g es funcién constante.

Calcular:

) 1 1
lim — -
z—0 \ tan(z)

Solucién

) 1 1 x — tan(x)
lim —— | = lim ———=
=0 \ tan(x) =« z—0 xtan(x)

. 0 . . . .
Como el limite es de la forma 0 usamos L’Hospital , si lim existe, entonces es igual

z—=0 ¢’ (a})
al limite que estamos calculando.

1 — sec?(x) ) cos?(x) — 1
= lim
@—0 tan(x) + x sec?(z) x—0 sen(z) cos(x) + x

. 0o . . .
Nuevamente tenemos un limite de la forma g asi es que aplicando L’Hospital nuevamente,

tenemos ) 0
i cos(z) sen(x) _9_y
=0 cos?(x) —sen?(x) +1 2




Observacién: pueden irse por otros caminos

Sea f una funcién dos veces derivable y tal que f(a) = f(b) = 0 y f(¢) > 0, con
a < ¢ < b. Demuestre que entre a y b existe un « para el cual f”/ < 0. Solucién
Como f es dos veces derivable, entonces es continua y podemos utilizar T.V.M. para obtener:

Existe a; entre a, y ¢ tal que (f’(al) = fle) = f(a)) _ flo

c—a b—c
f'(ar) > 0.
Nuevamente por T.V.M. tenemos que

Como f(c) > 0 entonces

M) i (C) < 0 Aplicando nueva-
b—c b—c

mente T.V.M. a f’(x) que es continua porque es derivable, tenemos que:

= f'los) = f’(Oq)) Por lo tanto

Qg — (g

Existe ay entre ¢ y b tal que (f’(ag) =

Existe o entre ay y s tal que (f”(a)

Existe a entre a y b tal que (f"' (a) < 0).

Demuestre que cualquier funcién de la forma
y = Asenh(mx) + B cosh(mx)

con A, B constantes, cumple con la ecuacién 3y’ = m?y. Determine y = y(z) tal que
y"' =9y,y(0) = -4y y(0) = 6.

Solucién

Tenemos que
y = Asenh(mz) + B cosh(mz)

Por lo tanto:
y' = mAcosh(mz) + mB senh(mz)

También
Y’ = m?Acosh(max * m*Bsenh(mz) = m?y

Ademds queremos que y'’ = 9y por lo tanto m = £3 y como y(0) = B = —4 entonces
B = —4 y por dltimo 3/(0) = mA = 6 entonces A = +2. Por lo tanto

y = 2senh(3z) — 4 cosh(3x).



3. Sea f(x) =

a)
b)
c)
d)

)

e

f)

223

Determine:
22—

Asintotas verticales y horizontales.
Intervalos de crecimiento y decrecimiento
Sentido de concavidad

Puntos de inflexion

Maéximos y minimos locales

Grafico

Solucién

a)

Claramente, x = —2 y x = 2 son asintotas verticales (el denominador se hace 0 cuando x
se acerca a £2, mientras que el numerador en dichos casos esta “lejos” de 0).

No existen los limites en +00 por lo que no hay asintotas horizontales.

Para encontrar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, debemos determinar dénde
f'(x) es positiva y dénde es negativa.

oo 20 (2 —12)
Como f'(x) = R
f" estd dado por el signo del numerador.
Observamos que f'(z) = 0 para z = 0 y para = +v/12, que f'(z) > 0 para x < —/12'y
para z > /12, y que f'(x) < 0 para —/12 < = < V/12.

Asi, tenemos:
» para x < —V/12, y para —V/12 <z — 2, f'(x) > 0;
» para —2 <z <2, f'(x) <0,

por lo que f es creciente en (—oo, —v/12) y en (v/12,00), y es decreciente en (—v/12, —2),
en (—2,2) y en (2,v12).

Note que f es decreciente en todo el intervalo (—2,2), pese a que en = = 0 se tiene f'(x) = 0.

tiene denominador siempre positivo en el dominio, el signo de

Para determinar el sentido de la concavidad, necesitamos calcular la segunda derivada. En
cada punto del dominio, se tiene

g 16x(2? +12)
f (.’L’) - (l’2 _4)3 :

x
Como 2 + 12 > 0 para todo z, el signo de f” estd dado por el de 3 duees:
x R
= Negativo para x < —2, y para 0 < x < 2,
= y es positivo para —2 <z < 0y para z > 2.

Asi, el sentido de la concavidad es hacia arriba en (—2,0) y en (2,00) y es hacia abajo en
(—00,—2) y en (0,2).

El tnico punto del dominio en el que el signo de la segunda derivada (y por ello el sentido
de la concavidad) cambia es z = 0, por lo que éste es el inico punto de inflexién.



Note que para justificar que x = 0 es punto de inflexién, NO BASTA ver que f”(0) = 0:
basado en el punto anterior, vemos que la concavidad es hacia arriba en (—2,0) y es hacia
abajo en (0,2), por lo que efectivamente hay un cambio en el sentido de la concavidad.

Otra forma de justificar dicho cambio es recurriendo a la tercera derivada, y verificando que
f(0) < 0.

Observacion:También es importante hacer notar que los puntos r = +2 no estan
en el dominio de la funcién y por lo tanto ah no hay puntos de inflexién.

e) Para determinar maximos y minimos locales debemos revisar extremos del intervalo de
definicién —lo que aqui no aplica ya que dicho intervalo es (—o00,00)—, los puntos del
dominio donde la derivada no estd definida —lo que aqui tampoco se aplica ya que la
funcion es derivable en todo su dominio— y los puntos del dominio donde la derivada es
cero.

Los puntos donde f'(z) =0sonx =0y z = £V12.
En z =0, f no tiene un extremo local (ya que es decreciente en todo el intervalo [—2,2]).

Enx=—-v12, f"(z) = —%5 < 0, por lo que f tiene un maximo local en —+/12.

En z =12, f"(x) = %ﬁ > 0, por lo que f tiene un minimo local en v/12.

f) El gréfico se muestra a continuacién.



4. Hallar el area del rectangulo mas grande con base inferior en el eje X y vértices superiores en la
pardbola y = 27 — 22

Solucion
Denotamos por P(z,y) el punto de la pardbola que es el vértice del rectangulo en el primer
cuadrante. Entonces el area a maximizar sera:

A(x) =2xy

Pero P(x,y) es un punto de la pardbola, por lo tanto, y = 27 — 2 . Luego la funcién érea

queda como sigue:
A(r) = bdx — 22°.

donde 0 < z < 3V/3.
(también pueden trabajar con —3v3 <z < 3V3 pero la funcién area va a ser
distinta:A(z) = zy y tienen que tener cuidado con el signo)

Luego su derivada es
A(z) = 54 — 62°.

Esta derivada existe siempre, por lo tanto los puntos criticos son

{0,3V/3,3}

Dado que A"(z) = —12z y parax >0,A"(z) <0enx =3 tenemos un maximo y como en
los otros dos puntos criticos el area es cero, el area maxima serd cuando r = 3y vale:108



