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1. La ley de los gases para un gas ideal a la temperatura absoluta T' (en Kelvin) y la presién P

(en atmésferas) con un volumen V' (en litros) es
PV =nRT,

donde n es constante y corresponde al nimero de moles del gas y R = 0,0821 es la constante
de los gases.

Suponga que en el instante ty la presién P es igual a 8atm y que ésta aumenta a razon de
0, latm/min. Adem4ds se sabe que en ese mismo instante el volumen V' es de 10 litros y que
éste disminuye a razén de 0, 151t /min.

Determine la razén de cambio de 7', con respecto al tiempo, en el instante %y, sabiendo que la
constante n = 10mol.

Solucion:
En el instante t;, tenemos

P
P=8atm |, ((11_15 = 0,1 atm/min,

dVv
dt
Ademas, en cualquier instante ¢ se tiene que PV = (0,0821)7 = 0,8217 con P,V Y T funciones
que dependen del tiempo .

V=10¢ |, = 0,15 (.

Derivamos la expresiéon PV = 00,8217 con respecto al tiempo ¢ para obtener

d dT
—(PV)=10,821 —
es decir,
dP dV dr
— V+ P —=0,821 —.
dt + dt ’ dt
Luego
AT _ 1 (4P AV
dt 0,821 \ dt dt
= ——(8(—0,1 1 1
= 0,243.

Entonces la razén de cambio de la temperatura es —0,243 K/min.

Distribucién de puntaje:



a)

2 puntos por derivar la férmula correctamente.
2 puntos por hacer los reemplazos de manera correcta
2 puntos por determinar la razén de cambio pedida.

Calcule

Solucion:

bx
Observamos que In ((1 + g) > = bxln (1 + ﬂ) y por lo tanto tenemos que:
x x
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a
Por lo tanto necesitamos calcular lim bx In (1 + —) que es un limite de la forma oo - 0.
T—00 x

Para esto usaremos la siguiente transformacion:

a
In (1+ —)
, ay .. T
T bl (1) = i — o

Observe que el ultimo limite es de la forma 0/0 y podemos usar la regla del H’opital,

obteniendo que
a
In <1 + 5) ) ab

lim —————*~ =1 —ab
2r50 1/bx a?l—>r£lol—|—a/$ ¢

Por lo tanto el limite pedido es e®.

Distribucion de puntaje:

e 1 punto por hacer el cambio correctamente para llevar el limte a uno que permita usar
la regla de L’Hopital.

e 1 punto por usar correctamente L’Hopital.

e 1 punto por determinar el limite pedido.
Determine el méximo y minimo absoluto de la funcién f(z) = 2cos(z) + sen(2zx) en el
intervalo [0, 27].
Solucién:

Tenemos que f'(z) = —2sen(x) + 2cos(2z), por lo tanto f'(x) = 0 en (0,27) si y sélo si

o T T
T = 56 o > por lo tanto los candidatos a puntos donde se alcanzan los extremos son
om w37
0,2, —, =y —.
66" 2

Evaluando en cada uno de estos puntos obtenemos que:
F0)=2, f(2m) =2, f(3n/2) =0, f(r/6) =3V3/2y f(57/6) = —3V/3/2.
Por lo tanto el minimo es —3v/3/2 y el méximo es 3v/3/2.



Distribucion de puntaje:

e 1 punto por determinar los candidatos a extremos.
e 1 punto por evaluar correctamente los candidatos

e 1 punto por determinar correctamente el méaximo y minimo.

3. Considere la funcién

a)

2
€Tr) =
Determine intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
Solucién:
—4x
Observe que f(z) = ———

Por lo tanto f es creciente en (—oo, —1) y (—1,0) y decreciente en (0,1) y (1, c0).

Determine intervalos donde f es concava hacia arriba y concava hacia abajo.
Solucién:

1222 + 4
Observe que f"(z) = ﬁ
x R

Por lo tanto f es concava hacia arriba en los intervalos (—oo, —1) y (1, 00) y céncava hacia
abajo en (—1,1)

Bosqueje el grafico de f, indicando asintotas, extremos y puntos de inflexion.

Solucién:

De los puntos anteriores observamos que f(0) = 0 es un maximo local y que no existen
puntos de inflexién.

Ademas la funcion tiene dos asintotas verticales; x = 1 y x = —1 y una asintota horizontal
y=2.

Distribucion de puntaje:

2 punto por los intervalos de monotonia (1 por c¢/u).

2 punto por los intervalos de concavidad (1 por c/u).

1 punto por el grafico.

1 punto por asintotas y extremos.

Demuestre que la ecuacién sen(z) = 2x — 1 tiene exactamente una raiz real.

Solucion:

Considere la funcién h(z) = sen(z) — 2z + 1, observamos que h es continua en [0,2] y
h(0) = 1y que h(2) = sen(2) — 3 < 0 por lo tanto existe al menos una raiz real de la
ecuacién h(z) = 0.



Para ver que no hay mas notemos que h es derivable en todo R por lo tanto si existieran
dos raices a y b por el Teorema del Valor medio deberfa existir a < ¢ < b con h'/(c) = 0,
pero W' (x) = cos(x) —2 < 0 para todo x en R. Luego existe una unica raiz de la ecuacién.

Distribucion de puntaje:

e 1 punto por determinar que existe alguna raiz

e 1 punto por suponer mas de una raiz y verificar que lo anterior implica tener las
hipétesis del TVM.

e 1 punto por la conclusion

b) Se necesita cortar un hilo de longitud L en dos trozos. Con un trozo se construye una
circunferencia y con el otro un cuadrado. ;Qué parte del hilo original debe ser destinada
para la construccion de la circunferencia, si se desea que la suma de sus areas sea minima?

Solucién:
Cortamos el hilo es dos trozos, uno de largo x y el otro de largo L — x. Con el trozo de
largo x formamos el circulo y con el de largo L —x formamos el cuadrado. De esta manera,

la funcion objetivo es
r? (L —x)?
= — 4 — L.
f(x) 47T+ 6 z € [0, L]

La derivada de esta funcion es

(8 + 2m)x — 27 L

f'(x) = 167

y se anula en x = wL/(4 + 7). Como la segunda derivada de f es

_8+27T
167

/(@)

se concluye que x = wL/(4 + m) es un minimo local de f. Como f es convexa y x =
wL/(4+ 7) € [0, L] se concluye que este punto debe ser el minimo global de f en [0, L].
. Por lo tanto, si el corte tiene longitud x = wL/(4 + 7) entonces la suma de las dreas es
minima.

Distribucion de puntaje:

e 1 punto por plantear correctamente la funcion que se quiere minimizar.
e 1 punto por encontrar el punto critico

e 1 punto por verfificar que corresponde a un minimo y responder la pregunta

5. Suponga que f es una funcién continua definida en el intervalo [0, 3] la cual satisface que:

. 10) = -1,
v f'(x) = 2 para todo = € (0,1),
» f'(z) =1 para todo = € (1,2),
» f'(x) = —1 para todo = € (2,3).



Encuentre una férmula para la funcion f.

Solucion:

Notemos que
» una antiderivada para la funcién f sobre el intervalo (0, 1) es de la forma 2z + C1, C; € R,
» una antiderivada para la funcién f sobre el intervalo (1,2) es de la forma x 4+ Cs, Cs € R,
» una antiderivada para la funcién f sobre el intervalo (2, 3) es de la forma —x +C3,C5 € R.

Como f es continua y f(0) = —1 se deduce que C; = —1. Por continuidad se tiene que
2-1—1=1+4C5 y por tanto C5 =0y que 2 = -2+ C5 y por tanto C3 = 4. por lo tanto

20 —1 sixz€|[0,]1]
flx)=1<z stz e (1,2]
—x+4 size (2,3

Distribuciéon de puntaje:
= 1 punto por determinar ¢/u la forma de cada una de las ramas (3 en total)

» 1 punto por determinar c¢/u de las constantes y dar la férmula final (3 en total)

= 1 punto por la conclusién



