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1. a)

MAT1610 x Calculo I
Interrogacién N° 2

T _ ,sencx

a
Calcular h’r% ———— siendo @ una constante positiva.
T— €T
Solucion
at — gsen e 0
Dado que HH[I) 3 es de la forma 0 podemos aplicar L‘Hospital y tenemos que
z— T

si existe el limite es igual a:

T _ sen(z)
1 & In(a) —a cos(z) In(a)
20 32

(1.0 pts)

0
que nuevamente es de la forma 0 y volvemos a aplicar L‘Hospital:

lm a*(In(a))? — a**™@ cos?(x)(In(a))? — sen(x)a*"® In(a)

x—0 6x

(1.0 pts)

0
y nuevamente es de la forma 0 aplicando nuevamente L‘Hospital:

In(a) lfH(l)
z—
a®(In(a))?—(In(a))2a%*2(*) cos3(2)+2 In(a)ase(*) co;(:{;) sen(z)+a%"(®) cos(z) sen(z) In(a)+a5™(®) cos(x)

= lnéa)' (1.0 pts)

NOTA: 0.2 pts menos cada vez que ocupan L‘Hospital y no lo justifican.

Sea f(z) = 2z +sen(z) y sea g su funcién inversa. Calcule ¢'(27).
Solucién
1
Dado que Df'(f(zo) = Fizo) y f(m) =27 es decir zg =7
Lo
(1.0 pts)

entonces derivando f tenemos que
f'(xo) =24 cos(m) =2—-1
(1.0 pts)

Por lo tanto

(1.0 pts)



2. a) Un reflector en el piso alumbra un muro a 12 m de distancia. Si un hombre de 2m de
estatura camina del reflector hacia el muro a una velocidad de 1.6 m/s. ;Con que velo-
cidad disminuye la altura de su sombra en el muro cuando estd a 4 m de la pared?

Solucién

P En la figura del lado RT es el hombre
que caminay OP susombra en el muro
arrojada por el foco ubicado sobre el
piso, en el punto S.

Sea h = OP vy sean ademds y = OR
. (la distancia del hombre al muro) y = =
RS (la distancia del hombre al foco).
Entonces, como x 4+ y = 12 tenemos
0 R s que y =12 — .

(1.0 pts)

Notando que z y h son funciones del tiempo t derivamos obteniendo

dh _ dh de 24,
dt  dr dt a2 ‘
(1.0 pts)

Pero, por hipétesis, /() = 1.6 = 8/5 m/2 de modo que

dh 24 8 192

d 22 5  5x2’
(0.6 pts)
Asi, cuando y = 4 se tiene que = = 8, tenemos que h decrece a razon de % = 0.6 m/s.
(0.4pts)

NOTA: Si colocan negativo el decrecimiento, quitar 0.1 pts.

b) Sea f es funcién derivable y tal que f'(x) < 0, Vo € R. Determine los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la funcién g(x) dada por:

Solucion
Usando la regla de la cadena, se tiene:

g9'(z) =2z f(2?)

(1.5 pts)



Como por hipétesis f'(z) < 0, Vax € R, entonces g'(z) = 0 <= = = 0, analizando los
cambios de signo de ¢’ y usando el que f'(z) <0, Vo € R, se tiene:

Por lo tanto g es creciente en R~ y decreciente en R

(1.5 pts)



3.

a)

Demostrar que si f es una funcién que admite 3 raices distintas en un intervalo abierto
I, entonces f” tiene por lo menos una raiz en I.

Solucion:

Sea I = (a,b) con a < b. Entonces por hipétesis

Jou, g, a3 € (a,0)(f(a1) = flaz) = flaz)) = 0

(0.5 pts)

Como f es funcién 2 veces derivable en I entonces cumple con las condiciones del teorema
de Rolle y por lo tanto:

flag) — flay) —0y f(as) = flaz) — flaz) _ 0'>

Qy — Qa3 — Q2

Sau, a5 € (a,0)(f' (o) =
(1.5 pts)

Luego, volviendo a usar el teorema de Rolle, se tiene que:

flas) — flaa) _ O)

Q5 — Oy

Ja € I(f”(a) =
Esto nos dice que f” tiene por lo menos una raiz en I.
(1.0 pts)

Se fabrica un recipiente metalico cilindrico sin tapa de tal modo que contenga Voem? de
liquido. Calcule la superficie minima del recipiente.

Solucioén:

Consideremos el recipiente metalico cilindrico, de altura h y radio r, entonces se trata
de minimizar la superficie S del cilindro, dada por:

S(r,h)=2arh+ar*, 0<r,0<h

Sujeto a la condicion de que

Vo=mrh
%
de donde h = —02 , luego:
Tr
2V,
Sr)="247r2, 0<r
T
(0.5 pts)
Derivando con respecto a r, se tiene:
2V 1%
S’(r):——20+27r7’:0<:> ==
r s

(1.0 pts)



5/ Vo
ro = {/ — es el tnico punto critico, analizando los cambios de signo de S’ ( o la segunda
77

derivada de 5), se tiene:

S/

f’ cambia de + a — en ry = S(ry) es un minimo relativo de f

(1.0 pts)

Como 11'1% S(r) = lim S(r) = oo, entonces ry es un minimo absoluto de S, asi S(ry) =
r— r—00

A%
S < ¥ —O> =3Jr V02/ 3 corresponde a la superficie minima.
T

Otra opcion:

Dado que S” > 0, parar > 0, entonces la funcién es céncava hacia arriba, entonces rq es
. 1% .
un minimo absoluto de S'y S(rg) =S (f’/ —0> =3Yr VOQ/ ® corresponde a la superficie
T

minima.

(0.5 pts)



4. Traze la grafica de f(z) = PR
72 —

miento, extremos locales, concavidad, puntos de inflexién y asintotas.

indicando dominio, intervalos de crecimiento y decreci-

Solucion:

» Dom(f)=R—-{-1, 1}
(0.1 pts)

32?2 —1)—a* 20 a2t —32?  2? (2 —3)

. /() (22— 1)? (@2 —1)2 (22 —1)2

(0.5 pts)

w fl(z)=0<=2=0V =3V 2r=—-V3
(0.1 pts)

» Analizando los cambios de signo de f’, se tiene:

N N S

+ = - +

T | | |
-3 0 V3
, . 33 L .
f’ cambia de + a —en z = —/3 = f(—V/3) = 5 es un minimo relativo de f
A 33 . .
f' cambia de — a + en z = /3 = f(V/3) = —5 » €5 Un maximo relativo de f

Como f’ no cambia en x = 0, entonces f(0) no es un valor extremo de f(z).

(1.0 pts)

= f(x) es creciente en | — oo, —v/3[U]v/3, +o0[ v es decreciente en | — /3, v/3]

(1.0 pts)
ooy (42 —6x)(2® — 1) — (2 = 32%)-2(2* — 1) - 20 2x(2® + 3)
P = @@ 1y RGE
(1.0 pts)

(0.1 pts)



= Analizando los cambios de signos de f'/, se tiene:

|

[
-1 0 1
f'" cambia de signo en x =0 = (0,0) es un punto de inflexién de f
(0.4 pts)

» f(x) es céncava hacia arriba en | — 1, 0[ U ]1, +00[ y es céncava hacia abajo en

(0.8 pts)
» Como

lim f(z) =400 y lim f(x)=—-00
z—1t z—1-

y
lim f(z)=400 y lim f(z)=—-c0

z——17F r——1"
entonces z = 1 y z = —1 son asintotas verticales de f(z).
(0.2 pts)

» Ademds como lim f(z) = oo, entonces no hay asintotas horizontales de f(z).
T—00

(0.1 pts)

» Sea y = mx + n, asintota oblicua del gréfico de f(x), entonces:

2
1
m = lim —f($) = lim I { =1

, , x? , x , z
n= lim (f(z) —mz)= lim —x | = lim 1zhm =0

T—00 T—00 x2 —1
Luego y = z es asintota oblicua del grafico de f(z).

(0.4 pts)



» Fl gréfico de f(z), es por lo tanto:

S(x)

(0.7 pts)



