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Solucion

1. a) (3.0 puntos) Calcule los siguientes limites

. |o? — 4w+ 5] —22% ., T — 2?
lim 5 , i)
z—1 2 —1 z—1sen[(2z — 1)7]

i)

Hint: Para ii) si asi lo estima puede hacer t =z — 1.

b) (3.0 puntos) Encuentre la asintotas horizontales y verticales de la gréfica de la

funcién
f() V2x2 +1
)= ——
3z —5
Solucién.

a) Dado que 22 —4x+5 = (r—2)2+1 > 0 = |22 — 4z + 5| = 2* — 4x + 5, también
puede argumentar que: a =1 >0y A <0 = 22 —4x +5 > 0,Vz € R, luego

|22 — 4z + 5| — 22? i x? —4x +5— 222 i —x?—4x+5

alzl—% 2?2 —1 ::cl—% 2 —1 :xl—% 2 —1
:h,m—(:c—l)(x—l—5) B r+5
21 (z—1)(z+1) =1y +1
b) Notemos que sen[(2x—1)7| = sen|—(m—2x7)] = —sen(n—27wz) = — sen(27z),
entonces
lim r — 2? — lm (1l —x) v z(1—x)
=1 sen[(2z — 1)7r]  a—1 —sen2(mz) =2-1sen2nw(l — x)
, x 1
fm = —
z—1 sen[27(1 — x)] 27
-2
27(1 —z)
c) Asintotas verticales
Dado que
i 222 + 1 i 222 + 1
lim —— = o0, lim ——=-©
a—(5/3)% 3x — 5 z—(5/3)~ 3T — D

o .
entonces r = 3 es una asintota vertical para f(z)

Asintotas horizontales
) 2022 1+ 1 ) |z /2 + x_lg
llm — = _—

z—t+o00 31— 5H r—to0 3r—5



luego

|| 2+ —_\/§

m%oo 3;1; — m—)oo 3— % o 3
andlogamente
|x|, 2+ % 2+ % NG
lim ———— = ——

2
Por tanto y = j:? son asintotas horizontales para f(x)

Criterio de evaluacién.

Criterio | Puntaje | Indicador
C1 0.5 ptos | Por justificar bien que z° —4x +5 > 0
C2 0.5 ptos | Por la factorizacion
C3 0.5 pto | Por el valor del limite correcto
Ch 0.5 ptos | Por la transformacion trigonométrica
Ch 0.5 ptos | Por darse cuenta del limite notable Y
i

C6 0.5 ptos | Por el valor del limite correcto.

5:|:
c7 0.5 ptos | Por cada limite cuando x — 3 total 1.0 pto.
C8 0.5 ptos | Por la conclusion de la asintota vertical
C9 0.5 ptos | Por cada limite cuando x — 400 total 1.0 pto.

2

C10 0.5 pto | Por la conclusién de que y = j:? son asintotas horizontales.




™

2. Sea la funcién f : <—g, 5) — R definida por

2

T
f(xr) =< tan(z) ’ z#0

donde a € R es una constante.

a)(3.0 puntos) Calcule f'(x),Vx € (—g, g) con = # 0.
b)(3.0 puntos) Determine el valor de a de modo que f(z) sea continua en x = 0, y
calcule f'(0).

Solucién.
a) Yz € (—%,%) con z # 0 se tiene que

_ 2ztan(x) — 2°sec?(x)

flw) = tan?(x)

b) Para que f(x) sea continua en x = 0 se debe tener

2

glg%f(m) = /) =ae alcli% tan(z) e alclgtl) sen(x)

xcos(x)=1-0-1=0

Por tanto a =0

Ahora, aplicando la definicién de derivada para calcular f/(0) se tiene,

/ . J(x) = f(0) . tan@ ¢
fO) =l = —5— = lm—
/ .
70 = ilgtl) tan(r) 50 sen(z) cos(x) = 1
Criterio de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador
C1 3.0 ptos | Por obtener f’(z). sin error
C2 0.5 ptos | Por indicar la condicién de continuidad en el punto z = 0
C3 0.5 ptos | Por la operatoria para calcular el limite cuando z tiende a 0
C4 1.0 ptss | Por el valor de a correcto
Ch 0.5 ptos | Por escribir correctamente la derivada de f(z) por definicién en x = 0
C6 0.5 ptos | Por determinar el valor correcto de la derivada f’(0).




3.

a) (3.0 puntos) Si f(z) = 2%+ 10senx, V € I = (—1,2). Demuestre que existe un
nimero ¢ € [ tal que f(c) = 1.
b) (3.0 puntos) Demuestre que
lim /zes™ (/@) = @
z—0t
Solucién.

a) Sea H(x) = x? + 10sen(r) — 1 una funcién continua en R, por ser una suma
de funciones continuas. Tomando el intervalo [—1,2] donde también H(x) es
continua y como

H(-1)=(=1)*+sen(—1)—1=1-10sen(1)—1 < 0y H(2) = 22+ 10sen(2) —
1>0

entonces por el teorema del valor intermedio

Jec € (—1,2) /H(c) = 0, pero H(c) = *+10sen(c)—1 = 0= f(c)-1=0= f(c) =1

Dado que — 1 < sen(z) <1L,Vx#£0,r eR= el <etnT) < e, por tanto
x

T
eben(ﬂl? ) estd acotada, y como 11'{(1)1+ vz = 0 entonces
T
lim Vze ) =0
z—0t
Anélogamente por el teorema del sandwich.
Criterio de evaluacién.
Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto Define la funcién H(z) = f(x) — 1 e indica que es continua en | —1,2 |.
C2 0.5 ptos | Evalia H(—1) correctamente y justifica que H(—1) < 0.
C3 0.5 ptos | Evalia H(2) correctamente y justifica que H(2) > 0.
C4 1 ptos | Aplica correctamente el TVI y concluye que existe ¢ € (—1,2) tal que f(c) =1
C5 1 ptos | Acota correctamente la funcién exponencial usando —1 < sen(w/x) < 1.
C6 1 ptos Determina correctamente que lim,_,g+ /2 = 0.
C7 1 ptos Aplica correctamente el Teorema del Compresion.




4. a) (3.0 puntos) Para que valores de a,b,c los grificos de f(x) = 2®> +ar +0b y
g(z) = 23 + cx tienen una tangente en comun en el punto (2,2).

1
b) (3.0 puntos) Considere la funcién f : [0, g) — R definida por f(z) = In ( ) :
cos
Muestre que las derivadas de f satisfacen la ecuacion.

(=1
Solucion.

a) Para que f y g tengan una tangente en comun en el punto (2,2) se debe tener
que:
f2)=2=8+2a+b=2
9(2) =2= 8+2c=2
f'2)=¢d2)=124+a=12+c¢

con: f'(z) =32 +ayg(z)=32*+c¢
Finalmente resolviendo el sistema asi formado se encuentra que:

b) Dado que f(x) = In( )=In1l—1Incosz = —Incosx Ahora
coS T
1
/ _ _ —t " _ 2
f(x) cosx( senz) = tanz, f"(x) =sec” x

por tanto

Criterio de evaluacion.

Criterio | Puntaje | Indicador

C1 1 pto Impone correctamente f(2) = g(2) = 2.

C2 1 pto Calcula derivadas y plantea condicién sobre la derivada f'(2) = ¢'(2).
C3 1 pto Resuelve el sistema y concluye a, b, ¢ correctamente.

C4 1 ptos Utiliza correctamente la regla de la cadena y concluye f'(z) = tanz.
C5 1 ptos | Calcula correctamente f”(x) = sec? z.

C6 1 ptos Concluye la identidad que se pide.




