Pontificia Universidad Catolica de Chile
Facultad de Matematicas

Departamento de Matematica
Verano del 2025

MAT1610 » Calculo 1
Interrogacion 2
Solucion

1. a) (6 puntos) Sea f: R — R una funcién derivable en R tal que
f(2) = =2, f'(z) > 5 para > 2. Demuestre que f(4) > 8
Ayuda: Aplique el T.V.M.

b) (6 puntos) Sea y = f(z) definida implicitamente por la ecuacién
2’ +y* = b

Calcule: y' e ¢’ en el punto (1,2).

Solucidn.

a) Dado que f es derivable en R es continua en [2,4] y derivable en (2,4)

por tanto se cumplen las condiciones para aplicar el T.V.M. es decir existe
x € (2,4) tal que
_ )

fay= 1O 1

— f(4)+2
4 —

fw) =12

4) + 2
pero f'(z) > 5 para x > 2 entonces % >5& f(4)>8

b) i) Derivando implicitamente obtenemos

5—2
20+ 2y =5 &y = ’
2y
de donde 3
"(1,2) = -
y(1,2) =7
ii) Derivando nuevamente respecto a x la ecuacién 2z 4 2yy’ = 5 resulta
1 1\ 2
2+2y/y/+2yy//20@y//:_ +(y>
de donde o5
" 1 2 —_ _ -

Distribucién de puntaje:

a)

2 puntos) por establecer las condiciones para aplicar el T.V.M.

- (

- (2 puntos) por aplicar correctamente el T.V.M. en (2,4).

- (2 punto) por la demostracién correcta de lo que se pide.
)

b



2 puntos) por ¥’ sin error.

- (

- (1 punto) por el valor correcto de (1, 2).

- (2 puntos) por 3" que se muestra en la pauta o otra forma equivalente, sin error.
- (

1 punto) por el valor correcto de y”(1,2).



a) (6 puntos) Si y = sen(senx), pruebe que
Y + (tanx)y +ycos’z =0

b) (6 puntos) Demuestre que

1+3
arctan ( i 3:6) — arctan(3z) = %

1 -3z
Solucion.
a)
y' = cos(senz) cos z, y" = —sen(sen z) cos® x — sen x cos(sen )
asi
y" + (tanz)y + ycos’z = —sen(sen x) cos?  — sen x cos(sen x)
ene cos(sen ) cos x + sen(sen x) cos® x = 0
cos
1+ 3x : .
b) Sea H(x) = arctan 1 — arctan(3z) entonces derivando se obtiene
1 3(1 —=3z) — (1 +3x)(—3 3
e 3= 80) — (1430)(-3)
. <1+3x) (1 —3x)? 1+ 922
+
1—3z

6 3 6 3

H,<I> — — = —_
(1-32)24+(1+3x)2 14922 241822 1+ 922
3 3

H'(z) =0

T 11922 14922

Dado que, H'(z) = 0= H(x) =c.

Para determinar la constante ¢, evaluamos H(x) en cualquier punto de su

dominio, por ejemplo x = 0, o sea que

H(0) =c< arctan1 — arctan0 = ¢ = ¢ = %7 asi
1+3
H(z) = Z & arctan (1 i_ Sx) — arctan(3z) = %

Distribucién de puntaje:

a)

2 puntos) por ¥’ sin error .

2 puntos) por probar lo que se pide.
b

- (
- (2 puntos) por y” sin error.
- (

)

1+3
- (2 puntos) por la derivada sin error de: arctan (1 il 390).
— 3z
- (1 punto) por la derivada sin error de: arctan(3z).
- (2 puntos) por mostrar que si H'(z) =0= H(c) =0
- (

1 punto) por el calculo de la constante ¢



3. (12 puntos) Grafique la funcién, indicando a lo menos : dominio, asintotas,
intervalos de crecimiento y de decrecimiento, maximos, minimos, sentidos de

concavidad y puntos de inflexion.

x
=y
sabiendo que:
(3 — x) 6z
/ _ " _

f (l’) - (1 . ZL’)3 ) f (1‘) (1 o .%')4
Solucion.
Dom = R — {1}.
Asintota vertical,
Dado que

3
fm —— = 400 = x = 1 es una asintota vertical para f.

o1t (1 — )2

Asintota oblicua u horizontal

Sea y = mx + n la asintota en cuestién, donde
3

x
1 —x)? z?
m= tim L= Ty
r—+oo €T r—r+oo (1 — :1;)2
lim [ 2 ] i 2% —x
= lm |———2|= lim — =
" T—+00 (1 — LE)2 v rotoo 1 — 22
por tanto
y=x+2
es una asintota oblicua para f.
x
Dado que en el célculo de m = lim i no dio 0, entonces no tiene asintota
r—+oo I

horizontal.

Crecimientos, decrecimientos, méax. y min.

2 3 —
Dado que f'(z) = M, los puntos criticos de f son: 0, 1, 3, entonces
+ e T o — e = I
f— crec ( crec | decrec 3 crec

f es creciente en los intervalos, (—oo,1), (3,00).

f es decreciente en el intervalo, (1,3).

27
f tiene un minimo local en x = 3 cuyo valor es f(3) = T



Concavidades e inflexiones.
6x
o)

Dado que f"(z) =

_ + + - f//

f— — o0~ 1

Por tanto:

f es céncava hacia arriba en los intervalos, (0,1), (1, 00).
f es concava hacia abajo en el intervalo, (—o0,0).

f tiene un punto de inflexién en el punto (0,0),

Gréfico de f

Distribucién de puntaje:

- (1 punto) por el dominio.
1 punto) por fundamentar bien la asintota vertical .
1 punto) por el fundamentar bien la inexistencia de la asintota horizontal.
1 punto) por la asintota oblicua correcta.

2 puntos) por los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

2 puntos) por los intervalos concavidad.

- (
- (
- (
- (
- (1 punto) por el minimo local
- (
- (1 punto) por el punto de inflexién.
- (

2 puntos) por el grafico correcto.



a) (6 puntos) Encuentre la aproximacion lineal de la funcién
f(x) = zcosz, en a = 0 y usela para obtener una aproximacion de f(0,1).
b) (6 puntos)Determine el rectdngulo de mayor drea que se puede inscribir
entre la pardbola y =4 — 22 y el eje X,

Solucion.
a) La aproximacién lineal de f(x) = zcosx en z =0 es
f(x) ~ f£(0) + f(0)(z - 0)
donde f'(0) =0, f'(x) =cosx — xsenx entonces f'(0) =1, asi
flx)~0+1z =2

Por tanto f(0,1) ~ 0,1

b) De la figura el area del rectangulo de lados 2x x y estd dada por
A=2zy, 0<zr<2,0<y<4

Dado que A es una funcién de 2 variables, para dejarla en una variable, usamos
que el punto (z,y) estd sobre la curva entonces y = 4 — z? esta condicién nos
permite dejar A en una sola variable, es decir

Alx) =2y =24 — 2°) = 4o — 2°

2
A(x)=4-32>=0= 2z = —=, que verifica 0 < z < 2.

V3

2
Dado que A”(xz) = =6z y que A”(—=) < 0 por lo que en el

V3

punto critico A(x) es méxima y las dimensiones del rectdngulo son: — X 3

V3
Distribucién de puntaje:

a)

IS

- (2 puntos) por espresar correctamente la férmula de aproximacién lineal de f en
xz=0.
puntos) por la aproximacion lineal de f en x = 0 dada por f(x) =~ x .

_ (2
- (2 punto) por el valor correcto de la aproximacién de f(0,1).



b
1 punto) por la funciéon de area a maximizar en dos variables

1 punto) por la funciéon de area a maximizar en una variable

por la derivada de A(z)

1 punto) por el punto critico de A’(x)

1 punto) por justificar correctamente que A(z) es maxima para el punto critico.

)
- (
- (
- (1 punto
- (
- (
- (

—_ — — ~— ~— ~—

1 punto) por las dimensiones del rectangulo de mayor area.



