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Interrogacién 1

Nota. Sélo podra usar los contenidos de las clases 1 a la 9 para resolver esta evaluacion.
Por lo que no estd permitido usar la regla de L’Hopital.

1. (a) (6 ptos) Considere la siguiente funcion:

142z < -1,
f(z) =< 22 —-1<x <1,
2—xz x>1.

Esboce su gréfica, y a partir de ella deduzca si los limites h’ml f(z)y h’rq f(z) existen. En caso que
T—— T—
el limite exista deduzca su valor. En caso que el limite no exista, justifique su afirmacion.

(b) (9 ptos) Determine, en caso de existir, el valor de los siguientes limites. Justifique su respuesta.

—9 in(2 _
(i) lim 2 (ii) lim _esin(Ze) (iii) lfm arc cos (1 \/E)
— T—

1—=zx

r=-—1
. . , . _ 1= f(=2)
Determine las ecuaciones de las asintotas horizontales de h(z) = —————.
1+ f(x)
(b) (8 ptos) Determine las ecuaciones de las asintotas verticales de la funcién
2
x°—2x+1
f@) = 55—
x?—4dr +3

CONTINUA...



3. (a) (6 ptos) Demuestre que la ecuacién x = 2 cos(x) tiene al menos una raiz real.
(b) (8 ptos) Determine los nimeros reales a y b para que

2
1
lim i—am—b =0

4. (a) (8 ptos) Considere la funcion
6—22 si z<a

fz) =

x si x>a

Determine todos los niimeros reales a para los cuales la funcién es continua en x = a.

(b) (6 ptos) Sabemos que para todo x > 0 se cumple que

Entonces, jcudnto vale 0°7. Para intentar responder esta paradoja, calcule

lim x*
z—0+

Sugerencia. Puede usar la desigualdad
1
—ﬁ <lhz)<(z—-1), 0<z<l

Ademss, se recuerda que a = eln(a),

Toda respuesta debe ir acompanada con un desarrollo que justifique su solucién. En caso contrario la respuesta sera evaluada con puntaje minimo

TIEMPO: 120 MINUTOS
SIN CONSULTAS
SIN CALCULADORA

PROHIBIDO TENER CELULAR Y/O RELOJES INTELIGENTE PRENDIDOS



PauTtA DE CORRECCION

1. (a) La grafica de la funcién a tramos es:

= Limite en x = —1. A partir de la grafica se deduce que
lim f(z)=0 y lim f(z)=1
z——1" T——1+

Por lo tanto el limite no existe, ya que los limites laterales son diferentes.

= Limite en x = 1. A partir de la grafica se deduce que

lim f(z) =1

r—1

Criterio de evaluacién
Criterio | Puntaje | Indicador
Esbozar la gréifica de f para x < 1, incluyendo el punto extremo de coordenadas (—1, 0) sin colorear
C1 1 pto
su centro.
C2 0.75 pto | Esbozar la grafica de f para —1 <z < 1.
C3 0.75 pto | Esbozar la grifica de f para z > 1.
C4 0.75 pto | Deducir a partir de la grafica que lim f(z) =0.
x—>—1"
C5 0.75 pto | Deducir a partir de la grafica que lim N flz) =1.
x——1
Concluir que lim f(z), justificando que los limites laterales son diferentes. Este puntaje se asignard
Cé6 0.75 pto z——1
si se cumplen los criterios C4 y C5.
Cc7 1.25 pto | Deducir a partir de la grafica que lim1 flz) =1.
r—




(b) (i) Dado que = — 2, podemos suponer que z > 0. De este modo,

el -2 -2 ] 1
lIm — = lim —— = lim —
a2 32 —4 o232 —4 2142 4

(ii) Para x # 0 se tiene que

Entonces, recordando el valor del limite

wsin(2r) 2 sin(22) 3z \°
(sin(3r))2 9 2w sin(3z)

., sin(gqz)
lim ————= =1 para todo g # 0,
z—0 qr

podemos aplicar las leyes de los limites para deducir que

lim x sin(2x) _ 2

a—0 (sin(3z))2 ~ 9

(iii) Por propiedades de las funciones continuas,

) 1—+x
lim arccos | ——— | = arccos
rz—1 1 — X

= arc cos

= arccos | lim
z—1 1 -+ \/E
1
= arccos | =
2
™
3
Criterio de evaluacién
Criterio | Puntaje | Indicador
C1(i) 1 pto Identificar que |z| = z, independiente si = estd a la izquierda o a la derecha de =z = 2.
1
Calcular una expresién simplificada, obteniendo , independiente si x estd a la izquierda o a
C2(i) 1 pto +2
la derecha de =z = 2.
C3(i) 1 pto Calcular el valor del limite. Este puntaje se asignard si se cumplen los criterios C1(i) y C2(i).
in(2 in(2
. Conocer lim M =1lo lim M = 2. Este criterio se aplica si el estudiante escribe el limite
C1(ii) 1 pto ] 0 2 z—=0 g ) )
mencionado o lo calcula mediante un cambio de variable.
in(3 3 in(3 1
Conocer lim M =1, lim — r 1, lim M =3, lim — x = —. Este criterio se
C2(ii) 1 pto =0 3z z—0 sin(3x) =0 oz z—0 sin(3x) 3
aplica si el estudiante escribe el limite mencionado o lo calcula mediante un cambio de variable.
C3(ii) 1 pto Cal(':'ular el valor del limite pedido. Este puntaje se asignard si se cumplen los criterios C1(ii) y
C2(ii)
Conocer la propiedad que permite intercambiar el orden entre una funcién continua y el limite:
C1(iii) 1 pto y ol
i 9(f2) = g (Jim (=)
., 1—vz . . 1
C2(iii) 1 pto Calcular una expresién para que permita calcular el limite. Esta puede ser T/
T
C3(iii) 1 pto gzzil((i:ilil;ar el valor del limite pedido. Este puntaje se asignard si se cumplen los criterios C1(iii) y




2. (a) A partir de la gréfica de f

r=-1
Determine las ecuaciones de las asintotas horizontales de h(z) =.

podemos deducir que

1—-f(=2) . 1-3

lfim h(z) = lim — 2 = lfm —— =1
T——00 z——oco 1 + f(q}) z——oo | + 1
, 1= f(-x) 11
lim A(z) = lim ——— = lim —— =0
De este modo, h tiene a y = —1 como asintota horizontal en —oco y tiene a y = 0 como asintota
horizontal en oo.
Criterio de evaluacién
Criterio | Puntaje | Indicador
C1 2 pto Determinar lim h(z) = —1
T — — 00
C2 2 pto Determinar lim h(z) =0
T—>00
C3 1 pto Concluir que y = —1 es una asintota para f. Este puntaje se asignara si se cumple el criterio C1.
C4 1 pto Concluir que y = 0 es una asintota para f. Este puntaje se asignard si se cumple el criterio C2.




(b) Se trata de encontrar los limites infinitos. El denominador es (x —1)(z —3), que se anula exactamente
en r =1y en x = 3. Analicemos los limites en estos valores.

mx=1. ( 1)2 )
’ _ 7’ x_ _ 7’ x_ _
glg1—>rqf(@_alcl—>rq(x—1)(x—3)_slal—{r{x—?)_o
"x=3 (= 1)? |
, Y €r — Y r—1
Jim Jo) =M ey T o T

Luego, f tiene asintota vertical en x = 3.

Criterio de evaluacién

Criterio | Puntaje | Indicador

Representar la férmula que representa a f en alguna de las siguientes formas:

c1 2 pto (z —1)? , =1
(z —1)(x —3) x—3

C2 2 pto Calcular lim f(z) = 0.
rz—1

Calcular alguno de los siguientes limites:

C3 2 pto lim f(z)=—-00 o lim f(z)=o00
r—3" z—3t+

Deducir que f tiene asintota vertical en x = 3. Este puntaje se asignard si se cumple el criterio C3.

C4 1 pto Obs. Este puntaje se asigna por decir que hay asintota en x = 3, lo que no implica que el estudiante
escriba que z = 3 es la ecuacién de la asintota.
Determinar la ecuacién de la asintota vertical de f (z = 3). Este puntaje se asignard si se cumple
el criterio C3.

C5 1 pto

Obs. Este puntaje se asigna NO por decir que hay asintota en z = 3, sino por decir que z = 3 es (la
ecuacién de) la asintota. Si se asigna este criterio se debe asignar el criterio C5.




3. (a) Definimos la la funcién h(z) = x — 2 cos(x), sobre el intervalo [0, 3].

= Hipétesis 1. Podemos afirmar que h es continua sobre cualquier intervalo cerrado [0, 3], ya que
es resta de dos funciones continuas en todo R.

» Hipétesis 2. Ademads, h(0) = =2 < 0y h(3) =3 —2cos(z) > 1,

De esta forma, h satisfacen las hipdtesis del Teorema del Valor Intermedio. Por lo tanto existe ¢ € [0, 3]
tal que h(c) = 0 lo que es equivalente a que ¢ = 2 cos(c).

Criterio de evaluacién

Criterio | Puntaje | Indicador

C1 1 pto Construir la funcién h, incluyendo un intervalo dominio.

C2 1 pto Argumentar por qué h es continua en su intervalo dominio.

C3 2 pto Probar que h toma signos distintos en los bordes del intervalo escogido.

Cc4 1 pto Concluir que h se anula en algiin nimero al interior del intervalo, justificando esta afirmacién a

partir del TVI o el Teorema de Bolzano.

C5 1 pto Concluir que la ecuacién propuesta tiene una raiz.




(b) Podemos notar que

2 B 2 B
lim L—H—aa:—b =0 = lim (L—a)x (atb)z+1 b:0
z—oo \ & + 1 T—00 x+1

Para que el limite de la derecha exista debe ocurrir que 1 —a = 0, ya que en caso contrario el limite
serfa infinito. Para esta condicién (a = 1), el limite quedaré dado por:

., —(1+bzx+1-0
lim =0
1-0b
—(14b) + —
lim L _ -0
T—00 1
14—
x
—(1+b)=0
De esta ultima igualdad se concluye que b = —1.
Criterio de evaluacién
Criterio | Puntaje | Indicador
2+1 1—a)z? — b 1-b
C1 2 pto Representar Al ax — b como una fraccién. Por ejemplo: ( a)z (atbz+ .
rz+1 z+1
C2 2 pto Concluir que a = 1. Este puntaje se asignard si se cumple el criterio C1.
741 711
C3 2 pto Calcular alguno de los siguientes limites: 1lim (z t1 z) o lim (z t1_ T — b).
C4 2 pto Determinar el valor de b. Este puntaje se asignara si se cumple el criterio C3.




4. (a) Para que f sea continua en x = a se debe cumplir que

lim f(z) = lim f(z)= f(a) & 6—a*=a=6—a’

T—a~ z—a™t
obteniendo la ecuacién 6 — a? = a, que tiene por solucién a = —3 y a = 2. Luego, f es continua en
r = a, siempre y cuando a = -3 0 a = 2.

Criterio de evaluacién

Criterio | Puntaje | Indicador

C1 1 pto Calcular lim f(z).
r—ra
C2 1 pto Calcular lim f(z).
z—at
C3 1 pto Calcular f(a).
c4 2 bto Determiar la ecuacién 6 — a? = a o una equivalente. Si el estudiante establece esta ecuacién, se
p considera que el estudiante merece los puntajes asociados a los criterios C1 y C2.
C5 2 pto Calcular las soluciones de la ecuacién 6 — a® = a, obteniendo por resultado a = -3y a = 2.
C6 1 pto Deducir que f es continua en z = a, siempre y cuando a = —3 o a = 2. Esta deduccién debe estar

escrita de forma explicita en el desarrollo del estudiante, para asignar el puntaje de este criterio.




(b) Usando la propiedad a = €@ para cualquier a > 0, tendremos

% = (6ln(m))x — In(z)

Sabiendo que la funcion exponencial es continua, podemos afirmar que

lim z* = lim 6acln(:z:) lim,_ o+ @ In(z)

z—0+ z—0t

=€

De este modo, el problema se transforma en calcular h'm+:tln(x). Usando la sugerencia, para 0 <
z—0

x < 1, tendremos

1
—Vr <zln(z) <z(r—1) lim
z—0t
i < lfm zIn(z) < Ii 1
Ve < Jip o) < figele )

N—— ———
0 0

Finalmente, usando el teorema del sandwich, podemos concluir que

mll>r(r)1+ zln(z) =0

y, por tanto,
lim % = 611m2%0+ zln(z) _ 60 -1
z—0t
Criterio de evaluacién
Criterio | Puntaje | Indicador
C1 1 pto Representar z% como e® n(#)
C2 1 pto Identificar el nuevo limite a calcular: 11’m+ zIn(z).
z—0
C3 2 pto Determinar la desigualdad —/z < zln(z) < z(z — 1)
Calcular lim zlIn(z) usando el teorema del sandwich. Este puntaje se asignard si se cumple el
C4 1 pto z—0+
criterio C3.
C5 1 pto Concluir que 11’m+ 2% = 1. Este puntaje se asignard si se cumple el criterio C4.
z—0
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