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1.

Calculo I x MAT1610

Interrogacion 2

a) (8 ptos) Determine el o los valores de a para que
2sin(x) x <0
fz) =
(x—a)?’—-1 >0
sea continua y derivable en x = 0. Todos sus resultados deben ser justificados mediante el
calculo de limites.
b) (9 ptos) Calcule las siguientes derivadas
d d d
N 4o o 4 o @ sin(a)
(i) Te sin(x) (ii) o arctan (In(z)) (iii) s
Solucion.
a) Para que f sea continua se debe cumplir que
1i =1 =
T f(x) = lim f(@) = [(0)
donde
lim f(z) = lim 2sin(z) = 2sin(0) =0
z—0— z—0~
Ii —lim ((z—a?=1) = (0-aP-1=a>~1
lim f(@) = i (0= 0 =1) = (0-af 10

f0O)=(0—-a)?-1=0a*—-1

De las relaciones anteriores, dada la continuidad de f en z = 0, se obtiene que a®> —1 = 0.
Por lo tanto, f es continua en x = 0 siempre y cuando a = —1 0 a = 1.

La condicién de derivable en x = 0 es equivalente a

i TOHR) = J(0) _ O +R) = f(0)

= lim existe.
h—0- h—0+ h
Donde,
0
0+h 0 2sin(h -1 2sin(h
LSO - fO) 2sinh) — (@@ - 1) 2sin(h)
h—0~ h h—0- h h—0-  h
2

n) - ((h=a=1) = (a*-1) W = 2ah
i LOEN =IO — lfm P Ym (h = 2a) = —2a
h—07+ h h—07+ h h—07+ h h—07+
De lo anterior, de la condiciéon de derivada en x = 0 se obtiene que 2 = —2a. Por lo tanto,

f es continua y derivable en z = 0 siempre y cuando a = —1.



%e‘c sin(z) = (e*) sin(z) + €”(sin(z)) = €” sin(x) + € cos(x)

% arctan (ln(a:)) = arctan’ (ln(:L’)) (In(2))’

(iii) Definamos f(z) = z*"@ luego

f/(x)—in T :isinx n(x) = cos(x) In(x sinx-l
oy = MU @) = g sinGe) InGe) = cos(a) In(a) + sinfa) -

Por lo anterior,

d - 1
%xsm(@ = 250 ( cos(z) In(x) + sin(z) - -

Evaluacion.

= Cl1(a) Asignar (1 pto) por calcular lim f(z)=0

z—0—

= C2(a) Asignar (1 pto) por calcular lim f(z) = a2 — 1.
z—0t
= C3(a) Asignar (1 pto) por establecer la ecuacién a>—1=0o0 equivalente. Este puntaje se asignara siempre y cuando se
cumplan los criterios C1(a) y C3(a).
f(O+h) — f(0)

= C4(a) Asignar (2 pto) por calcular 1im = 2, usando que a® — 1 = 0.

h—0— h
0+ h)— f(O
= C5(a) Asignar (2 pto) por calcular 1im M = —2a
h—0+ h
= C6(a) Asignar (1 pto) por concluir que f es (continua y) derivable en z = 0 siempre y cuando a = —1. Este puntaje se

asignard siempre y cuando se cumplan los criterios C4(a) y C5(a).

T

d
= C1(b) Asignar (1 pto) por conocer que d—ez =e”.
T
. d
= C2(b) Asignar (1 pto) por conocer que . sin(x) = cos(z).
T

d
= C3(b) Asignar (1 pto) por calcular correctamente cTEI sin(z).

x
1
= C4(b) Asignar (1 pto) por calcular correctamente (arctan( - ))/ = m

d 1
= C5(b) Asignar (1 pto) por calcular correctamente o In(z) = —.
x x

d
= C6(b) Asignar (1 pto) por calcular correctamente o arctan(In(z)).
x

/
= C7(b) Asignar (1 pto) por calcular correctamente di In(f(x)) = ];((:c))
x x

d
= C8(b) Asignar (1 pto) por calcular correctamente o sin(z) In(z).
x

d .
= C9(b) Asignar (1 pto) por calcular correctamente d—xsm(z)

z
criterios C7(b) y C8(b)

. Este puntaje se asignard siempre y cuando se cumplas los

sin(z) _ esin(z) In(x)

Nota. Si el estudiante usé la representacién exponencial x y derivé correctamente, obteniendo el resultado

esperado: asignar todo los puntos correspondientes a ejercicio (iii).



a) (8 ptos) Sean a y b niimeros reales tales que
f(z) = ax® + bx

tiene por recta tangente a y = 3x — 2 en x = 1. Determine los valores de a y 0.

b) (8 ptos) Determine una ecuacién para la recta tangente a la curva
* 4y = 2xy
en el punto (1,1).
Solucioén.
a) Recordemos que la recta tangente a la grafica de f en el punto (1, f(1)) estd dada por
y=/f1)+f1)(x-1)

De lo anterior, el coeficiente que acompana a x corresponde a f'(1) y al evaluar z = 1
tendremos que y = f(1). En nuestro caso

F)=3 v fQ)=3(1)-2=1
Por otro lado, f'(z) = 2ax + b luego

1=f(1)=a+0b
3=f'(1)=2a+0b

sistema que tiene por soluciéon a =2y b= —1.

b) Supondremos que y = y(x), y derivamos respecto a x obteniendo
322 + 3%y = 2y + 221/
Dado que y(1) = 1, tendremos
3-(*+3-()W (1) =2-(1)+2- (Y1) = y(1)=-1

Por lo tanto, una ecuacién para la tangente pedida es y — 1 = —(z — 1).

Evaluacién.

= C1(a) Asignar (2 pto) por deducir el valor de f(1) =1.
= C2(a) Asignar (2 pto) por deducir el valor de f'(1) = 3.

)
)
= C3(a) Asignar (2 pto) por obtener el sistema a +b=1, 2a + b= 3.
= C4(a) Asignar (1 pto) por deducir el valor de a = 2.

)

= C5(a) Asignar (1 pto) por deducir el valor de b = —1.

= C1(b) Asignar (3 pto) por derivar de manera implicita respecto a = y obtener la ecuacién 322 + 3y2y' = 2y + 2xy’ o una
equivalente.

= C2(b) Asignar (3 pto) por evaluar la ecuacién 322 +3y%y = 2y + 22y con x = 1 e y = 1 y obtener la expresién
3-(1)2+3- ()% =2-(1)+2- (1)y o una expresién equivalente. Este puntaje se asignard siempre y cuando se cumpla el
criterio C1(b).

= C3(b) Asignar (2 pto) por obtener la ecuacién de la recta tangente: y — 1 = —1(x — 1). Este puntaje se asignard siempre y
cuando se cumpla el criterio C2(b).



3.

a) (s ptos) Sea f(z) = v/x cos(nx), determine la linealizacién de f en z = 1 y tsela para
estimar el valor de f(1.1).
Nota. El decimal 1.1 corresponde a la fracccion %
b) (10 ptos) Dos personas parten desde el mismo punto. Una se dirige hacia el Norte a 12 km/h
y la otra hacia el Este a 5 km/h. Usando razén de cambio, determine con qué rapidez
se incrementa la distancia entre las personas dos horas después.
Solucion.

a) La linealizacién es de la forma L(z) = f(1) + f'(1)(x — 1) donde
f(1) = V1cos(m) = —1
f(z) = ﬁ cos(mx) 4+ /z wsin(rx)
1 1

fa)= 2—\/I cos(m) + Viw sin(m) = -3

De este modo,

L(z) = -1 — %(g; )

De lo anterior, la estimacién de f(1.1) dada por esta linealizacién es

1 0.1 1 21
1)=L1ll)=—1-=-11-1)=-1-—=-1——=——
FL1) & L(11) S(L1-1) ; =
b) Una representacion gréfica del problema es
N
12km/h l
\
\
\
\
\
\
\
\\ d
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
- > E
5km/h —

Si x es la posicion de la persona que se mueve hacia el Este e y es la posicion de la persona
que se mueve hacia el Norte, entonces la distancia entre las personas estd dada por

= VETP



Derivando esta exxpresion respecto al tiempo tendremos

xl,/ + / / /
v o gty

Vs Z

Dada la rapidez de las personas, al cabo de dos horas x = 10 e y = 24 y por tanto

d =

10) - (5) + (24) - (12)
26

a =1 — 13

Por lo tanto la rapidez con que incrementa la distancia entre las personas dos horas después
es de 13 km/h.

Evaluacién.

C1(a) Asignar (1 pto) por calcular f(1) = —1.

1
C2(a) Asignar (2 pto) por calcular f'(z) = 5 cos(mx) + v/z msin(rz) o una expresién equivalente.

T

C3(a) Asignar (1 pto) por calcular f’(1) = —1/2. Este puntaje se asignara siempre y cuando se cumpla el criterio C2(a).

1
C4(a) Asignar (2 pto) por obtener la aproximacién lineal L(z) = —1 — E(I —1). Este puntaje se asignard siempre y cuando
se cumplan los criterios C1(a) y C3(a).
C5(a) Asignar (2 pto) por calcular L(1.1) = —21/20. Este puntaje se asignard siempre y cuando se cumpla el criterio
C4(a).

C1(b) Asignar (2 pto) por establecer la ecuacién d = \/m od?® =z%+42

C2(b) Asignar (2 pto) por derivar de manera implicita la ecuacién d = v/z2 + y2 o d®> = 2z + y?, obteniendo o bien
d= (za’ + yy')/\/m o bien d = (zx’ + yy’)/d o una expresién equivalente.

C3(b) Asignar (2 pto) por identificar que = 10.

C4(b) Asignar (2 pto) por identificar que y = 24.

C5(b) Asignar (2 pto) por evaluar x = 10, 2’ =5, y = 24 e y’ = 12 para obtener que d’ = 13.



a)

(10 ptos) Determine el valor minimo absoluto (global) y el valor méximo absoluto (global)
de

flw) =a*(1-x)°

en el intervalo [0, 1].

b) (6 ptos) Sea f una funcién derivable en R y sea a un nuimero real tal que para todo x # a
se cumple que f'(a) # f'(x). Demuestre que la recta tangente a la gréfica de f en (a, f(a))
intersecta a la gréfica de f inicamente en el punto (a, f(a)).

Solucion.

a) Los valores extremos de f se dan en los niimeros criticos o en los extremos del intervalo.

En nuestro caso
fl(x) =431 —2)° —62*(1 — 2)° = 23(1 — 2)°(4(1 — 2) — 62) = 23(1 — 2)°(4 — 10z)

Dado que el dominio de f es el intervalo [0, 1], f posee un tinico nimero critico en x = 2/5.
Luego,

f0)=f(1)=0

o\ 73\ 6
2/5)= 1= -] >0
rem=(2) (2)

Por lo tanto, f(0) = f(1) = 0 es el minimo absoluto de f y f(2/5) = 2*-3°/5' es el
maximo absoluto.

b) La recta tangente a f en el punto (a, f(a)) estd dada por y = f(a) + f'(a)(x — a). Los

puntos de interseccion entre dicha recta y la grafica de f corresponden a los valores de x
que satisfacen la ecuacion

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a)

Queremos probar que esta ecuacion tiene solucién y ésta es tnica. Es claro que x = a
satisface esta ecuacién, por lo que al menos hay una solucién. Ahora probemos que no hay
mas soluciones, para ello supondremos que al menos hay dos: x =a y x = b.

ALTERNATIVA 1. Reemplazando x = b en la ecuacién tendremos

f(b) = f(a)

) = f@+ F@b-a) = o) =" <

para algin ¢ € (a,b), por el TMV. Esto no puede ser ya que f'(a) # f'(x) para todo = # a.
ALTERNATIVA 2. Definamos

F(z) = f(z) = f(a) = f(a)(z —a), z€la,}]
Esta funcién es continua sobre [a,b] y derivable sobre (a,b), por ser derivable sobre R.
Ademés, F(a) = F(b) = 0, luego por el teorema de Rolle existe ¢ € (a, b) tal que F'(c) = 0,
es decir

0=F'(c)=f(c)=f(a) & [flc)=f(a)
Esto no puede ser ya que f'(a) # f'(z) para todo z # a.

Por lo anterior, la grafica de f y su tangente por (a, f(a)) se intersectan en un tinico punto.



Evaluacion.

= Cl1(a) Asignar (1 pto) por calcular correctamente f’(z). La expresién puede estar o no factorizada.
= C2(a) Asignar (1 pto) por obtener f’(z) = x3(1 — 2)5(4(1 — ) — 62) o una expresién equivalente en forma factorizada.
= C3(a) Asignar (2 pto
= C4(a) Asignar (1 pto) por calcular f(0).

= C5(a) Asignar (1 pto) por calcular f(1).

por obtener x = 2/5 (o nimero equivalente) como nimero critico de f.

)
)
)
)

= C6(a) Asignar (2 pto) por calcular f(2/5). En este caso es suficiente con evaluar y dejar expresado en potencias. Este
puntaje se asignard siempre y cuando se cumpla el criterio C2(a).

= C7(a) Asignar (1 pto) por decir/escribir que el minimo absoluto es f(0) =0 o f(1) =0.
= C8(a) Asignar (1 pto) por decir/escribir que el maximo absoluto es f(2/5) = 2* - 3%/5'0 o una expresién equivalente.
Nota. Si el estudiante equivoca en calcular la derivada pero obtiene que f'(z) = 23(1 — z)®(a — bz) y deduce que f(0) =

f(1) = 0 es minimo absoluto y que f(a/b) es méximo absoluto, asignar el puntaje de los criterios: C4(a), C5(a), C7(a) y
C8(a).

= C1(b) Asignar (1 pto
= C2(b) Asignar (1 pto
= C3(b) Asignar (3 pto

= C4(b) Asignar (1 pto) por concluir que el punto (a, f(a)) es el dnico punto en que se intersectan f y su tangente por dicho
punto. Este puntaje se asignara siempre y cuando se cumplan los criterios C1(b), C2(b) y C3(b).

por escribir la ecuacién f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) o una equivalente.
por decir/escribir que la ecuacién f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) tiene a x* = a entre sus soluciones.

por la demostracién de la ALTERNATIVA 1 o ALTERNATIVA 2.

_ L



Toda respuesta debe ir acompanada con un desarrollo que justifique su solucién. En caso contrario la respuesta sera evaluada con puntaje minimo

TiEMPO: 120 MINUTOS
SIN CONSULTAS
SIN CALCULADORA

PROHIBIDO TENER CELULAR Y/O RELOJES INTELIGENTE PRENDIDOS



