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1. (a) (6 ptos) Calcule los siguientes limites.

(i) 1im Y21 (i) 1im 2520 = 1

z—1  —1 z—0 2

(b) (8 ptos) Determine el conjunto donde la funcién

T gt
F(x):/o 1+¢+2

es concava hacia abajo.

SOLUCION

(a) (i) Para calcular este limite racionalizaremos:

. 1 1 1 1
o YEZL vkl g @D _!
eo1l x—1 o+l a=1(x—1)(Ve+1) a1z +1 2

(ii) Haciendo el cambio de variable u = 2z tendremos

lim cos(2x) — 1 _ 4lim cos(u) — 1 _ 4. (_1) _

z—0 T2 u—0 u2

(b) Usando el TFC (Parte I) tendremos que

1
Fl(z) = ———
(@) 1+ x4+ 22
I 237 —"_ 1 .z . .
De este modo F"(z) = —m, expresion que es negativa siempre y cuando 2z +1 > 0 o
T+

x € (—1/2,00). Por lo tanto, F' es céncava hacia abajo sobre el conjunto (—1/2,00).



Evaluacion.

VT +1

V1

C2(ai) Asignar (2 pto) por obtener correctamente el valor del limite pedido. Este puntaje se asignard siempre y cuando se cumpla el
criterio (1 pto), y no haya errores algebraicos o de célculo.

C1(ai) Asignar (1 pto) por escribir la racionalizacién

Si el estudiante resuelve el ejercicio usando la regla de L’Hopital, llegando al mismo resultado, sin cometer errores de algebra o calculo,
asignar C1(ai) y C2(ai).

C1(aii) Asignar (1 pto) por escribir el cambio de variable u = 2z. Para asignar el puntaje no es necesario que aplique el cambio de
variable.

C2(aii) Asignar (2 pto) por obtener correctamente el valor del limite pedido. Este puntaje se asignard siempre y cuando se cumpla el

criterio C1(aii), y no haya errores algebraicos o de célculo.

Si el estudiante resuelve el ejercicio usando la regla de L’Hopital, llegando al mismo resultado, sin cometer errores de algebra o calculo,
asignar C1(aii) y C2(aii).

C1(b) Asignar (3 pto) por calcular correctamente F'(z).
C2(b) Asignar (3 pto) por calcular correctamente F’'(z). Este puntaje se asignard siempre y cuando se cumpla el criterio C1(b).

C3(b) Asignar (2 pto) por determinar el conjunto donde F' es céncava hacia abajo. Este puntaje se asignard siempre y cuando se cumplan
los criterios C1(b) y C2(b).



2. (a) (6 ptos) Determine una ecuacién para la recta tangente a la curva
24+ 2zy —y? =1
en el punto (1,0).
(b) (8 ptos) Determine el (los) valor(es) de a para que

2?+r+1 <0
f(x) =

|z — al x>0

admita derivada en x = 0. Justifique sus afirmaciones mediante el calculo de limites.

SOLUCION
(a) Derivando esta ecuacién de forma impicita tendremos
20 +2(y +xy') —2yy' =0
Evaluando z =1 e y = 0 tendremos que

2-(1>+2((0)+(1>y')—2(0)y':o = =1

De lo anterior, una ecuacién para la tangente en (1,0) es y — 0= —1(z — 1).

(b) Para que f sea continua en z = 0 se debe cumplir que

lm f(z) = lm f(z) = f(0)

z—0~ z—0t

donde

lim f(z) = lim (2*+2+1)=1

z—0~ z—0—

1i =1 —a|l =

lim f(z) = lim |o—a| = o

f(0) = |al

De las relaciones anteriores se obtiene que |a| = 1, y por tanto f es continua en x = 0 siempre y

cuando a = +1.

Para estos valores de a, debemos determinar si f admite derivada en x = 0.

= ¢ = —1. La condicion de derivada en z = 0 estd dada por
h) — h) —
lim w = lim M y ambos existan
h—0- h h—0+ h

donde f(0) =1y

_ 2
TN R ) S N ol L
h—0~ h h—0~ h
i WSOy Y=L R
h—0+ h h—0+ h h—0+ h
Por lo tanto, si a = —1 tendremos que f admite derivada en x = 0, con f'(0) = 1.
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= ¢ = 1. La condicién de derivada en z = 0 estd dada por

lim M = lim f(h) = 1(0) y ambos existan
h—0~ h h—0+ h
donde f(0) =1y
B 2

i S =FO) AR

h—0— h h—0—

lim M: lim w: lim __h__l
h—0+ h h—0+ h h—0t h

Como los limites laterales no existen, podemos concluir que f no admite derivada en x = 0
cuando a = 1.



Evaluacion.

= Cl(a) Asignar (2 pto) por derivar correctamente de forma implicita.

= C2(a) Asignar (2 pto) por obtener el valor de y’(0), luego de evaluar en la ecuacién derivada los valores de x = 1 y y = 0. Este puntaje
se asignard siempre y cuando se cumpla el criterio C1(a).

= C3(a) Asignar (2 pto) por obtener la ecuacién de la recta. Este puntaje se asignara siempre y cuando se cumplan los criterios C1(a) y

C2(a).

= C1(b) Asignar (2 pto) por determinar, usando limites laterales, que f es continua para a = +1.

h) — f(0
= C2(b) Asignar (2 pto) por calcular lim, _, - w
h) — f(0
= C3(b) Asignar (1 pto) por calcular lim, _, o+ w para a = —1.
h) — f(0
= C4(b) Asignar (1 pto) por calcular lim, _, o+ w cuando a = 1.
= C5(b) Asignar (1 pto) por deducir que f admite derivada en z = 0 cuando a = —1. Este puntaje se asignard siempre y cuando se cumplan

los criterios C1(a), C2(a) y C3(a).

= C6(b) Asignar (1 pto) por deducir que f admite NO derivada en z = 0 cuando a = 1. Este puntaje se asignard siempre y cuando se
cumplan los criterios C1(a), C2(a) y C4(a).



3. (a) (6 ptos) La funcién f(x) = 23 — 3z + 2, con dominio [0, 2]. Determine los valores de minimo y méaximo
absoluto de f.

(b) (8 ptos) Se dispone de 1200 cm? de material para hacer una caja con una base cuadrada y sin tapa;
determine el mayor volumen posible de la caja.

SOLUCION

(a) Los valores extremos de f, por ser continua y derivable en un cerrado, se obtienen en sus nimeros
criticos o en los extremos del intervalo. Los nimeros criticos de f corresponden a los ceros de f’, es
decir

32°—3=0 x=+1

siendo x = 1 el nico nimero critico en el dominio de f. De lo anterior,

Por lo tanto, el valor de minimo absoluto de f es f(1) = 0 mientras que el valor de maximo absoluto
de fes f(2) =4

(b) Si z es la medida de un lado de la base y h la medida de la altura, entonces

1200 = 2* +4ah v V =2°h

De la primera ecuacién tendremos que h = (1200 — x?)/(4x). Reemplazando esta cantidad en la
ecuacion para el volumen, tendremos

Vi) = x(lQOi— x?)

Para determinar el mayor volumen posible de la caja, derivamos V:

V'(x) = 300 — Z:ﬁ = 2(20 —2)(20 + )

cuyos numeros criticos son x = £20, de los cuales solo x = 20 nos interesa ya que z > 0. Podemos
notar que V"(20) = —(3/2)20 < 0 por lo que V(20) es un valor de maximo local. Al ser x = 20 el
tnico numero critico sobre el dominio de V' (z > 0) se deduce que V' (20) = 4000 es el mayor volumen
posible para la caja.



Evaluacion.

= C1(a) Asignar (2 pto) por calcular f/(x).

= C2(a) Asignar (2 pto) por decir que f(1) = 0 es el valor de minimo absoluto de f. Este puntaje se asignard siempre y cuando se haya
evaluado correctamente f(0), f(1) y f(2).

= C3(a) Asignar (2 pto) por decir que f(2) = 0 es el valor de minimo absoluto de f. Este puntaje se asignard siempre y cuando se haya
evaluado correctamente f(0), f(1) y f(2).

= C1(b) Asignar (2 pto) por determinar correctamente una relacién entre x y h mediante el drea de la caja.

= C2(b) Asignar (2 pto) por determinar correctamente una férmula para el volumen de la caja.

= C4(b) Asignar to) por calcular V(20) = 4000.

( )
( )

= C3(b) Asignar (2 pto) por determinar a x = 20 como ndmero critico de V.
( )

= C5(b) Asignar ( )

1p
1 pto) por argumentar que V(20) es valor de mdximo absoluto de V.



CONTINUA...



. (a) (12 ptos) Calcule las siguientes integrales.

(i) /0 2+ D)z + 1)d”5

(b) (8 ptos) Sea R la region del plano acotada y delimitada por las curvas

y=+vz, y=0, xz=1

(i) / v arcsin(z) da

(i) Calcule el area de la region R.

(ii) Calcule el volumen del sélido que resulta al rotar la regién R en torno a la recta z = —1.

SOLUCION

(a) (i) Usando la técnica de fracciones parciales tendremos que

T _ Az+B C (A+C)a?+ (A+ B)z+ (B+O)

(24 1)(x+1) 2241 +x+1 (24 1)(x+ 1)

de donde se deduce que A+C =0, A+ B =1y B+ C = 0, sistema que tiene por solucién
A=B=1/2y C = —1/2. De este modo,

/1 x d_1/1x+1 LY,
s @i T2\ e

1 (' I 1o
o S| ———dr— = d
QA;ﬂ+1x+2A;ﬁ+1x zAx+1x

Fina? 4 1)] 4+ S aretan(@)| ~ 2z +1)|
=-1In — arctan ——1In
g o g A T 0
™ 1

T e

g~ 702

(ii) Usando integracién por partes,

]32

. . 1 x?
/xarcsm(x) dx = 5 arcsin(x) — 5 / N dx

Para calcular la integral de la derecha procedemos usando el cambio de variable z = sin(t),
obteniendo

sin?(t)

[ i |

_ / sin2(¢) di

B l/ 1 — cos(2t) gt

cos(t) dt

2 2
_t sin(2t)
=1 S +C
t  sin(t) cos(t)
1 1 +C
: T2
_ arcsiln(a:) Y . o



Por lo tanto,

x? arcsin(r) a1 — 22

/x arcsin(z) dx = 5 arcsin(x) — 1 + 1 +C

(b) (i) El drea de la regién estd dada por

32 |1

0

(ii) El volumen correspondiente es:

1 1 1
27r/ (93+1)\/de:27r/ :173/2d93+27r/ Vv dz
0 0 0

1

25/2 23/2
= 271'% + 271'%
= 27rg + 27T2
b} 3
327
BN
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Evaluacién.
= Cl(ai) Asignar (1 pto
= C2(ai) Asignar (1 pto
= C3(ai) Asignar (1 pto

por determinar correctamente el valor de A.
por determinar correctamente el valor de B.

por determinar correctamente el valor de C.

T
2+ 1
1
2+ 1
1
z+1

= 2 2 2

= C4(ai) Asignar (1 pto) por determinar correctamente el valor de fol dz.

= C5(ai) Asignar (1 pto) por determinar correctamente el valor de fol

= C6(ai) Asignar (1 pto) por determinar correctamente el valor de fol dx.

C1(aii) Asignar (2 pto) por integrar por partes correctamente tomando u = arcsin(x v =z
g P p g por p y

2
C2(aii) Asignar (1 pto) por hacer correctamente el cambio de variable & = sin(z) o = cos(z) en la integral [ Y
V1—ax2

2
C3(aii) Asignar (2 pto) por calcular correctamente la integral [ A dx obteniendo una expresién en la variable x.
V1—2a2

= C4(aii) Asignar (1 pto) por que aparezca la constante de integracién C, en el resultado final de integraccién. Este puntaje se asignard
independientemente si el estudiante comete algtin error de calculo.

= C1(bi) Asignar (2 pto) por escribir correctamente la integral que representa el drea de la regién en cuestion.

= C2(bi) Asignar (2 pto) por calcular correctamente la integral que representa el drea.

= C1(bii) Asignar (2 pto) por escribir correctamente la integral que representa el volumen de la regién en cuestién.

= C2(bi) Asignar (2 pto) por calcular correctamente la integral que representa el volumen.
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Toda respuesta debe ir acompanada con un desarrollo que justifique su solucién. En caso contrario la respuesta sera evaluada con puntaje minimo

TIEMPO: 120 MINUTOS
SIN CONSULTAS
SIN CALCULADORA

PROHIBIDO TENER CELULAR Y/O RELOJES INTELIGENTE PRENDIDOS
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