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1. Sea f la funcién cuya gréfica es la de la figura adjunta,

a) Si h(z) =e”f~!(x), determine h'(2).

Solucién: Usando la regla de derivacién del producto y la derivada de la funcién inversa,
tenemos que:
1

R (z) =e*f 1 (x) + exm

por lo tanto

del grafico sabemos que f~1(2) =1y que f'(1) = =, obteniendo que

R(2)=e*1+¢e*-

iR = N =
I
w
a
no

Distribucion de puntajes:

— (0.5 puntos) Por aplicar la regla del producto.

— (0.5 puntos) Por la derivada de la funcién inversa.



— (0.5 puntos) Por determinar correctamente h'(x).

— (0.5 puntos)

— (0.5 puntos)

— (0.5 puntos) Por determinar correctamente el valor de h/(2).

Por obtener correctamente f~!(2).
Por obtener correctamente f'(1).

1
T 1), determine ¢'(2).

b) Sig(fv)=fv-f<

€xr —

Solucién: Usando las reglas de derivacion tenemos que:
by r+1 T+ 1 —2
g<x)_f(a:—1)+x f(x—l (x —1)2

92) = fB3)+2f(3)-(=2) = f(3) —4f'(3)
del gréfico sabemos que f(3) =3y que f/(3) = %, obteniendo que

por lo tanto

J(2)=3-4.-2=1

Distribucion de puntajes:
— (0.5 puntos) Por usar correctamente la regla del producto en la derivacién.
0.5 puntos) Por usar correctamente la regla de la cadena en la derivacion.

0.5 puntos) Por usar correctamente la regla del cociente en la derivacion.

— ( )

- ( )

— (0.5 puntos) Por determinar correctamente ¢'(x).
— (0.5 puntos) Por obtener correctamente f'(3).

- ( )

0.5 puntos) Por determinar correctamente el valor de ¢'(2).

2. Dos motocicletas parten desde un mismo punto. Una de ellas se dirige hacia el sur a 60km /hr
y la otra hacia el este a 25km/hr ;Con qué rapidez se incrementa la distancia entre ellas dos
horas después de comenzar su trayecto?

Solucion:

E(t)

() D(t)




3.

Tal como se muestra la figura, si llamamos FE(t) a la distancia recorrida por la moto que se
dirige al este, después de ¢ horas desde el punto inicial y, andlogamente, S(t) a la distancia de
la moto que se dirige al sur tenemos, del enunciado, que E'(t) = 25, y que S’(t) = 60. Por
otra parte si D(t) corresponde a la distancia entre las motos, después de t horas de iniciado el
trayecto vemos que:

D?(t) = E*(t) + S*(t)
y derivando esta igualdad tenemos que

D(t)D'(t) = E(t)E'(t) + S(t)S'(¢)

Lo que debemos calcular es D’(2), para eso observamos que después de 2 horas la moto que se
dirige al este ha avanzado 50km y la que va al sur 120km, con lo cual la distancia entre ellas
es de 130 km. Reemplazando esta informacién en la ultima de las igualdades obtenemos que

D'(2) = 65km/hr
Es decir, la distancia entre las motocicletas se incrementa con una rapidez de 65km /hr después

de 2 horas de comenzado su trayecto.

Distribucién de puntajes:

1 punto) Por graficar y/o asignar las variables correspondientes.

0.5 puntos) Por reconocer y explicitar que E'(t) = 25 y S'(t) = 60.

1.5 puntos) Por determinar correctamente la relacién entre D(t), E(t) y S(t).

0.5 puntos) Por calcular correctamente D'(2).

(
(
(
(1.5 puntos) Por derivar correctamente la relacién correspondiente.
(
(
(0.5 puntos) Por concluir.

)
)
0.5 puntos) Por obtener que E(2) =50y S(2) = 120.
)
)

T—00

3 5z
a) Calcule lim (1 + —)
x

Solucion: Notamos que el limite dado corresponde a una forma indeterminada del tipo
1°° y observamos que:

3)™ 3 3
3\ 5 1n(<1+;) > 5z In <1+—) lim 5z In (1+—)
lim (1 + —) = lime = lim e L) — P €
x

T—r00 T—r00 T—00

3
Para calcular lim 5x1n (1 + —> que es un limite de la forma oo - 0, lo transformamos en
r—00 €T

una forma indeterminada del tipo 0/0 y usamos la regla de L'Hopital.

= lim ——** = lim
T—00

lim 5z In
Xr—r 00

1 3
3 In(143) . 1+§'( x2> 15
€x r—00 50



T—00

3 S5x
Por lo tanto, obtenemos que lim (1 + —) =el?
x

Distribucion de puntajes:

— (0.5 puntos) Por pasar de una forma indeterminada del tipo 1°° a una del tipo oo - 0.
0.5 puntos) Por transformar el limite de la forma oo - 0 en uno de la forma 0/0.

— (

— (1 puntos) Por aplicar correctamente la regla de L’Hopital.

— (0.5 puntos) Por calcular el valor del limite obtenido luego de usar la regla de L’Hopital.
— (

0.5 puntos) Por obtener correctamente el valor del limite inicial.

b) Demuestre que la ecuacién 2x + sen(z) = 0 tiene exactamente una solucién real.

Solucién: Consideramos la funcién f(z) = 2z 4 sen(x), la cual es continua y derivable
en todo R. Ademads, es claro que x = 0 es una raiz de la funcién (y, por ende, una
solucién de la ecuacién). Probaremos por contradiccién que no es posible que exista otra
raiz de esta funcion. Supongamos entonces que r es otra raiz de f. Luego, por el Teorema
del Valor Medio, deberfa existir ¢ en (0,7) (o en (r,0)) tal que f'(¢) = 0. Sin embargo,
f'(z) =2+ cos(z) > 1 para toda x en R. Concluimos entonces que no existe otra raiz de
f v, por lo tanto, la tnica solucion de la ecuaciéon es x = 0.

Distribucion de puntajes:

— (0.5 puntos) Por definir una funcién f adecuada.
0.5 puntos) Por probar que existe una raiz de f (y/o una solucién de la ecuacién).

0.5 puntos) Por suponer que existe otra raiz de f.

- ( )
= ( )
— (0.5 puntos) Por verificar que f cumple con las hip6tesis del TVM.
— (0.5 puntos) Por determinar que f’(z) > 1 para toda = en R.

—( )

0.5 puntos) Por concluir.

4. Considere la funcién f(z) = ze /2.

a) Determine intervalos de monotonia.

Solucién: Veamos que:

1 —1/= 1)e V=
fllay=1-e " gz eV ——e o T = (z+De
x T X

Por lo tanto, f es creciente en (—oo, —1) y en (0, 00) y decreciente en (—1,0).
b) Determine extremos locales y globales.

Solucién: Notamos que el tinico nimero critico de f es © = —1 donde se produce un
maximo local cuyo valor es f(—1) = —e. (z = 0 no es un numero critico ya que no
pertenece al dominio de f). Por otra parte, f no posee extremos globales.



c¢) Determine intervalos dénde f es céncava hacia arriba (convexa) y dénde es céncava hacia
abajo (céncava).

Solucién: Veamos que:

(1-eVo4(z+1)-et/" L) x—1-(z+1)eV/®
2

ze—le 4 (@) Ve o —l/z _ ,—1/a

f(z) =

2

e—l/a:

x3

Por lo tanto, f es céncava hacia arriba en (0, 00) y es céncava hacia abajo en (—o0,0).

d) Determine, en caso que existan, los puntos de inflexién.

Solucion: Si bien en & = 0 existe un cambio en la concavidad, f no posee puntos de
inflexion ya que x = 0 no es parte del dominio de la funcion.

e) Bosqueje el gréfico incluyendo las asintotas.

Solucion: Notamos que la tinica posible asintota vertical es « = 0, para verificar si es asi
veamos que:

e—l/z I'H e—l/x . %
lim ze ™ "/* = lim ze '/ = lim — = lim —— = lim —e VT =0
z—0t z—0t z—0t p z—0t = z—0t
Anélogamente, obtenemos que:
—1/z —1/z 1
. _ . _ . € g ,. € T L2 . -
lim ze V% = lim xe Y* = lim — = lim ——— = lim —e Ve = _ o
z—0~ z—0~ z—0— = z—0~ — z—0~
x x
Por lo tanto, la recta x = 0 si es una asintota vertical.
No existen asintotas horizontales ya que lim ze /" = ooy lim ze '/* = —oc.
Tr—00 T——00
Finalmente estudiamos si existen asintotas oblicuas. Tenemos que:
. flz o
lim J) lim e /*=¢0=1
r—+oo I r—+o0
y
—1/z
. : _ . e -1
lim f(z)—z = lim z (e 1/x—l): lim T
r—Fo00 T—Fo00 T—Fo00 p
—1/x 1
L'H . € i) . _
= lim ——* = lim —e Ve — 0= 1
r—300 —= r—300
x

Luego, la recta y = x — 1 es una asintota oblicua hacia oo y hacia —oc.



Distribucién de puntajes:

e (0.5 puntos) Por obtener correctamente f'(z).

0.5 puntos) Por determinar los intervalos de monotonia.

0.5 puntos) Por determinar que —e es un maximo local.

)
)
)
0.5 puntos) Por determinar que no existen extremos globales.
)
0.5 puntos) Por determinar los intervalos de concavidad.

)

0.5 puntos) Por determinar que no existen puntos de inflexion.

0.5 puntos) Por determinar justificadamente que la recta © = 0 es una asintota vertical.

(

(

(

(

(0.5 puntos) Por obtener correctamente f”(x).

(

(

(

(1 punto) Por determinar justificadamente que la recta y = x — 1 es una asintota oblicua.
(

1 punto) Por graficar incorporando todos los elementos encontrados.



