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Interrogacién 3

1. (10 ptos) Considere la funcién

fle) =2~ ~ Zine)

tal que

a)
b)

c)

d)
)

(x —1)(x —2) 2 —2

) = - v e = -t

Determine los intervalos de crecimiento e intervalos de decrecimiento.
Determine los valores de minimos y méaximos locales y globales.

Determine los intervalos donde f es concava hacia arriba y los intervalos donde f es céncava
hacia abajo.

Determine, en caso de existir, los puntos de inflexién de f.

Esboce la grafica de f en su dominio. Explicite su dominio.

Solucion.

a)

Podemos notar que el dominio de f son los reales positivos. De este modo, una tabla de
signos para f’ estd restringida sobre el intervalo (0, 00). Una tabla de signos para f’ es:

(0,1) | (1,2) | (2,00)
x + + +
r—1| - + +
r—2| - — +
flo) | = | + -

De lo anterior se desprende que: f es decreciente en (0,1) y en (2,00), y f es creciente en
(1,2).

A partir de la tabla, y el dominio de f, tendremos que f(1) = 5/6 corresponde a un minimo
local, mientras que f(2) = 4/3 — (2/3)1n(2) es un maximo local. Respecto a los valores

extremos globales,
lim f(z) =00 y lim f(z)=—00

z—07F T—00
por lo que f no admite valores extremos globales.

Para determinar los intervalos de concavidad, basta con determinar el signo de la segunda
derivada en el dominio de f. Una tabla de signos para f” es:

(0,v2) | (V2,00)
7’ + +
z+V2 |+ +
r—v2| - +
[ (@) + -




De lo anterior, f es concava hacia arriba sobre el intervalo (0, \/5) y f es céncava hacia
abajo sobre el intervalo (v/2,c0).

d) Dado que la funcién es continua en z = V2, v en este ndmero se produce un cambio
de concavidad, podemos afirmar que la grafica de f posee un punto de inflexién cuyas
coordenada son: (v/2, —1/3 +v2 —1n(2)/3).

e) El dominio de f es (0,00), y su gréfica estda dada por:

—
N}
w
IS
o/
o
4

Evaluacién.

= (a) Criterio 1 Asignar (0.5 pto) por identificar que el signo de la derivada se debe analizar sobre el intervalo (0, c0). Eso
puede ser explicito, identificando en el desarrollo de la parte (a) el dominio de f o que en el desarrollo de su respuesta no se
contempla al intervalo o partes del intervalo (—oo, 0], por ejemplo en la tabla de signos. Si el estudiante identifica el dominio
de f en otra parte, por ejemplo en (e), no se asignard este puntaje.

= (a) Criterio 2 Asignar (0.5 pto) por decir que f es decreciente en (0,1) o en (0, 1]. Este puntaje se asignard dnicamente
si hay un desarrollo claro que justifica su respuesta.

= (a) Criterio 3 Asignar (0.5 pto) por decir que f es decreciente en (2,00) o en [2,00). Este puntaje se asignard tinicamente
si hay un desarrollo claro que justifica su respuesta.

= (a) Criterio 4 Asignar (0.5 pto) por decir que f es creciente en (1,2) o en [1,2]. Este puntaje se asignard tnicamente si
hay un desarrollo claro que justifica su respuesta.

= (b) Criterio 1 Asignar (0.5 pto) por calcular f(1) y decir que este valor corresponde a un minimo local de f. Solo se
asignard el puntaje si se explicita que es minimo local y calcula el valor de f(1).

= (b) Criterio 2 Asignar (0.5 pto) por calcular f(2) y decir que este valor corresponde a un méximo local de f. Solo se
asignard el puntaje si se explicita que es maximo local y calcula el valor de f(2).

= (b) Criterio 3 Asignar (0.5 pto) por justificar que f no admite minimo global. Esto se justifica evidenciando que f no

admite cota inferior o equivalentemente lim f(z) = —ooc.
Tr—r0o0

= (b) Criterio 4 Asignar (0.5 pto) por justificar que f no admite méximo global. Esto se justifica evidenciando que f no
admite cota superior o equivalentemente ll'm+ f(z) = oo.
z—0

= (c) Criterio 1 Asignar (0.5 pto) por decir que f es céncava hacia arriba en (0,v/2) o en (0,/2]. Este puntaje se asignar
tUnicamente si hay un desarrollo claro que justifica su respuesta.

= (c) Criterio 2 Asignar (0.5 pto) por decir que f es cédncava hacia abajo en (\/57 00) o en (0, \/5} Este puntaje se asignara
tinicamente si hay un desarrollo claro que justifica su respuesta.

= (d) Criterio 1 Asignar (1 pto) por determinar ambas coordenadas del punto de inflexién.

= (e) Criterio 1 Asignar (1 pto) si la gréfica sobre el intervalo (0, 1) es positiva, decreciente y céncava hacia arriba.

)
= (e) Criterio 2 Asignar (1 pto) si la grafica sobre el intervalo (1,v/2) es positiva, creciente y céncava hacia arriba.
= (e) Criterio 3 Asignar (1 pto) si la grafica sobre el intervalo (\/5, 2) es positiva, creciente y céncava hacia abajo.

)

= (e) Criterio 4 Asignar (1 pto) si la gréfica sobre el intervalo (2,00) cruza el eje X de positiva a negativa, es decreciente y
concava hacia abajo.



a) (3 ptos) Calcule las asintotas oblicuas de

x
f(l’) = 21’+m

, ) 1/x?
b) (3 ptos) Calcule 9161_% (2 + cos(x))

Solucion.

a) Asintota oblicua en —o0: y =a_x + b_

a_ = lim @: lim (2—1-#):2

r——00 I T——00 |;U‘ -+ 1
Xz
b= i —az) = lim —% =1

De lo anterior, la asintota oblicua en —oo tiene ecuacién y = 2z — 1.

b) Asintota oblicua en oco: y = a, x + by

ay = limM: lim (2—1-#):2

X
by = li —azr) = I =1
+ = Jin (@) —ar) = Jim o

De lo anterior, la asintota oblicua en oo tiene ecuacion y = 2x + 1.

¢) Aplicamos logaritmo natural al limite, obteniendo

In(a? + cos(z))

In(L) = lim —
2z — sin(x)
_y x2 + cos(x) (I Hopital)
= lim ——————= opita

i (o sin(z) | 1
20 2 x2 + cos(z)

INOEN AT
a 2/ 02+1

Por lo tanto, L = v/e.

N | —

Evaluacién. El puntaje se asignard tnicamente si hay un desarrollo adecuado para cada resultado.

= (a) Criterio 1 Asignar (0.5 pto
= (a) Criterio 2 Asignar (0.5 pto
= (a) Criterio 3 Asignar (0.5 pto
= (a) Criterio 4 Asignar (0.5 pto

por determinar el valor de a_.
por determinar el valor de b_.
por determinar la ecuacién de la asintota oblicua en —oo.
por determinar el valor de a4.

= (a) Criterio 5 Asignar (0.5 pto) por determinar el valor de by.

N N R NN

= (a) Criterio 6 Asignar (0.5 pto) por determinar la ecuacién de la asintota oblicua en co.

= (b) Criterio 1 Asignar (0.5 pto) por aplicar logaritmo natural (In o log) al limite que se quiere calcular.

= (b) Criterio 2 Asignar (1 pto) por aplicar por primera vez L’Hopital al cociente entre In(x? + cos(z)) y 2.

= (b) Criterio 3 Asignar (1 pto) por calcular el limite que se obtiene luego de aplicar por primera vez L’Hopital.

= (b) Criterio 4 Asignar (0.5 pto) por obtener el valor de L.



a) (3 ptos) Use la propiedad de comparacién para demostrar que

1
/ ze Tdr <
0

|
= [ ——dt
9(x) /\/5 o +1

N | —

b) (3 ptos) Dada la funcién

Calcule ¢'(2).

Solucion.

a) Alternativa 1. Sobre el intervalo [0,1] la funcién e~ es dereciente, luego e™* < e " = 1.
De la afirmacién anterior se desprende que para todo = € [0, 1] se cumple:

1 1
re * <z = / ze tdx < / xdx
0 0

donde el valor de esta tltima integral es 1/2, ya que corresponde al drea de un tridngulo
rectangulo isosceles de cateto 1.

Alternativa 2. Considere la funcién f(z) = ze™™, sobre el intervalo [0, 1]. Usando el

método del intervalo cerrado sobre este intervalo para determinar los valores extremos
obtendremos que f tiene un tinico nimero critico dado por z = 1, ya que f'(z) = (z—1)e".
Evaluando en el critico y en los extremos: f(0) =0, f(1) = e~'. De lo anterior, el maximo
global de f sobre el intervalo es: e !, luego,

1 1 1 1 1
re ¥ <el<Z = / re “dx g/ e tdx §/ —dr = =
2 0 0 0 2 2

b) Usando el teorema fundamental del calculo, combinado con la regla de la cadena, tendremos

d ' 1 d [vV* 1 1 1
g’(:c):—/ —dt = —— — dt=—— ——
dv J 710 +1 dr ), 1541 »4+1 2y
1 V2

/ 12
Luego, ¢'(2) = TG T
Evaluacién. Los puntos se asignaran siempre y cuando hay un desarrollo que justifique su respuesta.

= (a) Criterio 1 Si el estudiante sigue la alternativa 1, Asignar (1 pto) por justificar que ze~? < x ya que e~ * es decreciente
sobre el intervalo [0, 1]. Si el estudiante sigue la alternativa 2, por usar el criterio del intervalo cerrado para determinar los
valores extremos globales de f.

1 1
= (a) Criterio 2 Si el estudiante sigue la alternativa 1, Asignar (1 pto) por obtener la desigualdad / ze  Tdr < / zdx.
0 0

Si el estudiante sigue la alternativa 2, por concluir que f tiene méximo global f(1) = e 1.

1
= (a) Criterio 3 Si el estudiante sigue la alternativa 1, Asignar (1 pto) por decir / zdxr = 1/2 interpretando la integral
como area, no se asignard puntaje si calcula la integral usando teorema del cambio neto. Si el estudiante sigue la alternativa

1
2, por obtener la desigualdad / ze~? dxr < 1/2 como consecuencia de los célculos anteriores: et < 1/2.
0

= (b) Criterio 1 Asignar (2 pto) por determinar la derivada de g. Si el estudiante equivoca solo en el signo, obteniendo ¢’ (x),
asignar (1 pto).

_ 1

T 223+ 1)z

= (b) Criterio 2 Asignar (1 pto) por determinar g’(2). Si el estudiante obtiene g’(z) , pero calcula correcta-

mente g’ (2), para la g’ encontrada, asignar (0.5 pto).



4. (6 ptos) Un vehiculo transita por la carretera a 30 m/s cuando el conductor ve un obstaculo
inmovil en el camino a cierta distancia. Se demora medio segundo en comenzar a frenar aplicando
una desaceleracién constante de 4m/s” hasta detenerse justo frente al obstaculo. §Cual es la
distancia a la que se encontraba el obstaculo cuando lo vio el conductor?

Solucién. Sea z(t) la posicién del vehiculo en el instante de tiempo ¢, con ¢ medido en segundos,
2(0) =0y t = 0 el instante que el conductor vio el objeto. Si #’ y 2 corresponden a la velocidad
y aceleracién del vehiculo, respectivamente, entonces

0 0<t<1/2
x//(t) —
—4 t>1/2

30 0<t<1/2

—A(t—1/2)+30 t>1/2

30t 0<t<1/2

—2(t—1/2)*+30(t —1/2)+15 t>1/2

Si tg > 1/2 es el instante en que logra detenerse (justo frente al objeto), entonces z'(ty) = 0y

por tanto
—4(ty—1/2)+30=0 = ;=38

Entonces la distancia a la que se encontraba el obstdculo es z(8) = 255/2 = 127.5 metros.

Evaluacién.

= Criterio 1 Asignar (1 pto) por determinar una férmula para z”(t), con t > 1/2.
= Criterio 2 Asignar (1.5 pto) por determinar una férmula para z’(t), con t > 1/2.
= Criterio 3 Asignar (1.5 pto) por determinar una férmula para x(t), con t > 1/2.

= Criterio 4 Asignar (1 pto) por determinar el instante top en que el vehiculo se detuvo. Este puntaje se asignard tinicamente
si obtuvo correctamente la férmula de z’(t), para t > 1/2.

= Criterio 5 Asignar (1 pto) por determinar la distancia pedida, como calculo de z (o).

Nota. Es posible que el estudiante tome ¢ = 0 como el instante en que se comienza a aplicar la aceleracién. En tal caso
a”(t) = —4, a'(t) = —4t + 30, x(t) = —2t2 + 30t, to = 15/2 y la distancia pedida serfa z(to) 4+ 15. En este caso, aplicar los
criterios anteriores para asignar el puntaje.

Toda respuesta debe ir acompanada con un desarrollo que justifique su solucién. En caso contrario la respuesta sera evaluada con puntaje minimo
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