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1. Sea f: R — R una funcién tal que lim f(z) =0y lim (=)l =1.
z—0 x—0 €x
a) Dado a € R con «a # 0, determine el valor de lin(1) |f(ozx)|
xT—r i
b) Determine si el siguiente limite existe o no y, de existir, calcule su valor
L sen(|f(@)])
xz—0 xX

Solucion:

a) Al realizar el cambio de variable v = ax tenemos que © — 0 cuando z — 0 obteniendo

que:
o @)l _ L alf ()]
r—0 x u—0 u
i @)
u—0 u
= Q.

Distribucion de puntajes:
— (1 punto) por realizar correctamente el cambio de variable.
— (1 punto) por realizar correctamente el algebra.
— (1 punto) por determinar que es «.

b) Observe que al hacer el cambio de variable u = | f(x)| tenemos, por hipétesis, que u — 0

cuando x — 0, luego
i ST sen)
z—0 ‘f(x)| u—0 U

por lo tanto

Csen(f@) _ L (sen(lf @) /(@)
= —%(x uw)
g S (@) |f ()]
N }HO |f(x)] alHo x



Distribucion de puntajes:

— (1 punto) por realizar correctamente el dlgebra.
— (1 punto) por usar correctamente el limite fundamental.

— (1 punto) por determinar que es 1.

2. Se define, para todo x € R, la funcién tangente hiperbélica, como
a) Determine las asintotas horizontales al grafico de y = tanh(x).

b) Demuestre que, dado ¢ € (0, 1), existe xg € R tal que tanh(xy) = c.

Solucion:

a) Para determinar las asintotas estudiamos los siguientes limites:

) et — e T ex(l _ 6—296)
lim —— = lim ———=
z—o00 e + e~ % T—00 em(l -+ e—2m)
1— 672x
= lim —( )
T—00 (]_ -+ 6_293)
= 1.
por otra parte tenemos que
et —e " e (e —1
im £ oy S D
z——oc0 e + e~ % T——00 e—r(€2x —+ 1)
2
= lim (e )
T—00 (‘92"D
= —1
por lo tanto existen dos asintotas horizontales; y =1 e y = —1.

Distribucion de puntajes:

— (1 punto) por el primer limite.
— (1 punto) por el segundo limite.
— (1 punto) por decir cuales son las asintotas.



b) Del inciso anterior tenemos que lim tanh(z) = 1, entonces dado ¢ € (0, 1) sabemos que si
T—r00

x es lo suficientemente grande podemos estar lo suficientemente cerca de 1, en particular
estar mas cerca de 1 que ¢, por lo tanto existe b > 0 con tanh(b) > ¢ y podemos ver que:
— tanh(0) = 0 < ¢ y que tanh(b) > c.
— tanh(x) es continua en [0, b] ya que es cociente de funciones continuas en todo R cuyo
denominador nunca se anula.
por el TVI, de los dos puntos anteriores tenemos que existe zo € (0,b) con tanh(zg) = c.
Distribucion de puntajes:
— (1 punto) por justificar la existencia del b en funcién del limite anterior.
— (1 punto) por chequear hipétesis de TVI.

— (1 punto) por concluir.

3. La funcién
sen(mz) +2% siz > 1,

fx) =

e3r—3 six < 1.

es continua en x = 1. Determine si f es derivable en x = 1. Basado en sus resultados, bosqueje
el grafico de la funcion f en torno a xz = 1.

Solucién:
1+h)—1
Sabemos que f es derivable en x = 1 si y solo si limy, g % existe, para esto veremos
los limites laterales.
. f(1+h)-1 . sen(rh + m) + h* + 2h
lim ———— = lim
h50+ h h—0+ h
. —sen(mh) + h* + 2h
= lim
h—0t+ h

= —m+2



por otra parte tenemos que

fA+h)—1 e — 1
lim = lim
h—0— h h—0—
3h
= 31
noo- 3h
= 3.

como los limites laterales son distintos tenemos que f no es derivable en z = 1, de los limites
anteriores vemos que por la derecha se aproxima a una recta de pendiente 2 — 7 y por la
izquierda a una recta de pendiente 3, por lo que el bosquejo en torno al punto (1,1) es:

1)

Distribucion de puntajes:

puntos) por limite lateral izquierdo.

2
2 puntos) por limite lateral derecho.

(
(
(1 punto) por concluir que no es derivable en z = 1.
(

1 punto) por el gréfico.

. Sea f la funcién cuyo grafico se muestra a continuacién:

)P 47 ) + 3
a) Calcule 91H2 =2

b) Si glz) = —2L0)

————— determine ¢'(2)..
er f(x) + x?



Solucion:

a) Observe que

(f(z) =3)(f(z) = 1)

x.—>2 (x — 2) z—2 (x — 2)
o U@ = @) @) - 1)
r—2 (,1' — 2)
A0 (0] lim (f(z) — 1)

r—2 (1‘ — 2) x—2

= U -1

I
=

Distribucion de puntajes:
— (1 punto) por descomponer algebraicamente
— (1 punto) por separar en dos limite conocidos
— (1 punto) por determinar el valor

b) Usando las reglas algebraicas de derivacién tenemos que

_ 2f'(x) (e f(z) + 2?) — 2f(z)(e"f(2) + " f'(x) + 22)

/
7 (@ fla) + 2P
reemplazando tenemos que
—20 — 18¢2
9@ = o

Distribucion de puntajes:
— (1 punto) por usar bien la regla del cociente.
— (1 punto) por usar bien la regla del producto.
— (1 punto) por determinar el valor.



