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Instrucciones:
v Esta prueba tiene 1 pagina, que incluye 2 problemas en total, ambos con el mismo puntaje
(6 puntos cada uno).
v'Desarrolle sus respuestas justificadamente. Todas sus justificaciones y argumentos de res-
puestas deben estar basados en resultados y teoremas estudiados en clase.

1. Suponga que las longitudes de los lados ., y, y z de una caja rectangular cerrada cambian
a las siguientes tasas:

dx dy dz

— =1 = ==2 — =2

o m/s; o m/s; o m/s
Si los lados de la caja son 3m, 10 m y 5m, respectivamente, determine la tasa a la que
cambia en ese instante

(a) el volumen de la caja.

(b) la longitud de su diagonal.
Nota: la longitud de la diagonal de una caja cuyos lados tienen longitud x, y, z es

s = /22 4y + 22
Solucién

(a) Sea V(t) el volumen de una caja cuyos lados tienen longitud z(t), y(t), z(t) en el
instante de tiempo ¢ (medido en segundos (s)), estd dado por

V(1) = 2()y(t)=(t)

entonces la tasa de cambio del volumen respecto del tiempo ¢, en el instante de
tiempo t es:
av(t) dx dy dz
— = —y(t)z(t t)—z(t t)y(t)—
= S 0)2(0) + () Lat) + )y ()
En el instante en el que z(t) = 3m, y(t) = 10m y z(¢) = bm, la tasa de cambio del
volumen es:

%@ Cclz_fy(t)z(” + W%z(ﬂ + x(t)y(t)%
= 1m/s-10m-5m+3m- (—2)m/s-5m + 3m - 10m - 2m/s

80m?* /s



(b) Sea s(t) la longitud de la diagonal de una caja cuyos lados tienen longitud z(t),
y(t), z(t) en el instante de tiempo ¢ (medido en segundos (s)), la cual estd dada por

s(t) =/ (@(®)? + (W(0) + (1))

Entonces la tasa de cambio de la longitud de la diagonal de la caja respecto del
tiempo ¢ , en el instante de tiempo ¢ es:

ds . 20O+ 2% +2:(0% _ 2(OF +yOF +200%
E(t) = 2 2 2 - 2 2 9
2/ @) + WOF + 0P /@) + O + ()

En el instante en el que z(t) = 3m, y(f) = 10m y z(¢) = 5m, la tasa de cambio de
la longitud de la diagonal es:

ds _ H0% +u0% 0%
dt Vat)? +y(t)? + 2(t)?
3m-1m/s+ 10m - (—2)m/s + bm - 2m/s
vV9m?2 + 100m?2 + 25m?
7m?/s
~ V134m
7V134

= g /s

Distribucion de puntaje.

e (0.5 punto) Definir variables y funcién, parte (a).

e (1 punto) Por derivar correctamente, parte (a).

e (0.5 punto) Por reemplazar valores correctos en la derivada parte (a).
e (0.5 punto) Por obtener resultado correcto parte (a).

e (0.5 punto) Por responder en unidades correctas, parte (a).

e (0.5 punto) Definir variables y funcién, parte (b).

e (1 punto) Por derivar correctamente, parte (b).

e (0.5 punto) Por reemplazar valores correctos en la derivada, parte (b).
e (0.5 punto) Por obtener resultado correcto, parte (b).

e (0.5 punto) Por responder en unidades correctas, parte (b).



2. Considere y(z) definida por la relacién

e W) — 1.

(a) Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva asociada a y(x) en el punto
(1,0).

(b) ¢{Existe algiin punto sobre la curva asociada a y(x) que tenga recta tangente hori-
zontal?

(¢) Determine el polinomio de Taylor de grado 2 de y(x) centrado en z = 1.
Solucién

(a) Derivando implicitamente

d
ze®hW) =1 = 5nh() 4 pesenh(y) cosh(y)d—y =0

X
dy esenh(y)
= %(CL’) = _l,esenh(y) COSh(y>
dy !
= %(@ ~ zcosh(y)

Notar que = debe ser positivo.
La fraccién estd bien definida ya que z # 0, e*"™*®) £ 0 y cosh(y) # 0 y, por ello,
el denominador es no nulo. Evaluando se tiene que

dy 1
1) = —— =
dx( ) 1 - cosh(0)
B 1
141
= -1

Entonces, la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto (1,0) viene dada
pory — 0= (—1)(x — 1), es decir, y = —x + 1
(b) Para que la recta tangente en un punto (x,y) sea horizontal debe ocurrir la dicha

recta tenga pendiente 0, es decir, que la derivada en x es igual a 0. Lo cual no
puede ocurrir ya, para todo x,y

dy 1

dx (z) = ~ zcosh(y) 70

Entonces, no existen puntos donde la recta tangente a la curva en dicho punto sea
horizontal.

(c) Para calcular el polinomio de Taylor de orden 2 se requieren los valores de la primera
derivada y de la segunda derivada en x = 1. El primer valor se calculé en la parte

(a).



Calculo de la segunda derivada,

dy, . 1 Py, . d 1
%(x)— x cosh(y) ~ @(x)— dx (xcosh(y))

@ T) = —_—1i T COS
= ) = - T reosh(y)
Ly T) = L cos rsen dy
~ dx2( ) (2 cosh(y))? ( hly) + h(y)dl)
d?y 2 cosh(y) + wsenh(y) %
T @ T T i)
Asi,
d*y r) = cosh(y) + zsenh(y) % N @( ) = cosh(0) + 1senh(0)(—1)
dx? (z cosh(y))? dx? (1 cosh(0))”
Py, 1+1-0-(=1)
> M= (1-1)2
= %(1) =1

Entonces, el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (1,0) = (z,y(x)) es:

Pz)=0+(-D)(z -1+ L -1)2=0—a+1 422+l — 2 _9p 4 3

Distribucion de puntaje.

e (1 punto) Por calcular correctamente la derivada, parte (a)
e (0.5 punto) Por calcular correctamente valor de la derivada en el punto, parte (a)
e (1 punto) Por determinar correctamente la ecuacién de recta tangente, parte (a)

e (1 punto) Por argumentar y concluir correctamente (la conclusién sin argumento
no tiene validez), parte (b)

e (1 punto) Por calcular correctamente la segunda derivada, parte (c)

e (0.5 punto) Por deteminar correctamente valor de la segunda derivada en el punto,
parte (c)

e (1 punto) Por determinar correctamente la férmula del polinomio de Taylor, parte

()



Otra forma, mas extensa pero, valida, para calcular la segunda derivada

‘ ‘ d , d
e5nhW) 4 gesenh(y) cosh(y)ﬁ =0 = oW cosh(y)%
+  esemh®) Cosh(y)d—y + zesrh) cosh?(y) dy 2
dx dx
dy 2 d2y
senh senh
+  ze* ™ Wgenh(y) <%) + pesonh) COSh(y)@ =0
d d d
= ese“h(y)d—i (2 cosh(y) + x cosh? (y)% - J:senh(y)%)
d2
x
d*y e 2 (2 cosh(y) + x cosh® (y) & + wsenh(y) 2L )
= = =-
dx2 zesenh(®) cosh(y)
N Py _ 2 (2cosh(y) + x cosh®(y) % + zsenh(y) %)
dx? x cosh(y)
que también puede escribirse como:
&2y —m <2 cosh(y) + x cosh®(y) (—Icoslh(y)) + xsenh(y)%)
dz? z cosh(y)
2 cosh(y) — cosh(y) + :csenh(y)j—i
- (v cosh(y))?
~ cosh(y) + zsenh(y)%
- (x cosh(y))2

0, equivalentemente,
d*y  cosh(y) — tanh(y)

> (zcosh(y))”

dy _ _ 1

Nota: se us6 que Ir Z cosh(y)



