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1. Limite de sucesiones

1.1.
1) a)
b)

Sucesiones, supremo e ideas de limite

Sean A y B dos conjuntos, definimos A+ B ={z+y: 2 € A,y € B}, entonces demuestre que
sup (A + B) = sup (A) + sup (B).

Sea A C R un conjunto acotado superiormente y sea —A = {—z | x € A}. Pruebe que —A es
acotado inferiormente y que inf {—A} = —sup {A}.

Solucion:

a)

1
(2) Calcule lim 5+

Demostraremos la propiedad demostrando dos desigualdades.

Primero sup (A + B) < sup (A) + sup (B):

Un elemento de A + B se escribe como x + y, y este niimero es menor que sup (A) + sup (B),
pues x < sup (A) e y < sup (B). Con ello tenemos que sup (A) + sup (B) es una cota superior
del conjunto A + B. Entonces el sup (A + B) debe ser menor que sup (A) + sup (B). Luego,

sup (A + B) < sup (A) + sup (B)

Segundo sup (A + B) > sup (A) + sup (B):
Sabemos que para todo x € Aey € B, x +y < sup(A+ B), es decir para todo z € A se
tiene x < sup (A + B) — y, lo que equivale a decir que para todo y € B, se tiene que el real
sup (A + B) — y, es cota superior de A. Entonces para todo y € B se tiene que sup (A) <
sup (A + B) — y. Como es para todo y € B, entonces tenemos y < sup (A + B) — sup (4).
Luego sup (B) < sup (A + B) —sup (A). Con lo cual se tiene la otra desigualdad.
Asi,

sup (A + B) = sup (A) + sup (B)

Sea a € R cota superior de A; es decir, para todo x € A se tiene que x < a. Multiplicando por
—1 obtenemos que —a < —x. Recordemos que un elemento y € —A es de la forma y = —x.
Es decir, para todo y € —A tenemos que —a < y. Por tanto, el conjunto —A es acotado
inferiormente y con ello, posee infimo inf {—A}. Por otra parte, notemos que dado ¢ > 0,
existe x € A tal que

sup{A} —e <z <sup{A}

De donde,
—sup{A} < —z < —sup{A} + ¢

y por lo tanto inf {—A} = —sup {A}.

y luego demuéstrelo por definicion.

Solucion:



Notemos que:
3n+1 . n@B+3%) . 3+L1 340 1
= lim ——2< = lim o= ==

1m = 11m 1 T = =

Ahora, debemos demostrar que:

3n+1 1

- <
6n + 1 2‘ )

Ve > 0,3ng € N (Vn > ng =

Es decir, dado € > 0, buscamos ng tal que cumpla lo pedido. A modo de borrador, tenemos que:

3n+1 1‘
€

Gntl 2| "

6n+2—6n—1‘
€

2(6n+1)
= 'm < e como la fraccién es positiva,
= <2
6n + 1 ‘

1
= —<b6n+1
2€
1—2¢
12¢

<n

Recordemos que Vr € R, [m] < z. Asi, nuestro candidato a ng es

— 1 — 2e
L

Ahora, con nuestro ng probamos que:

Sea n > ng = -2 . Entonces,
12¢
>1—26:>6>1—2€_1 1
" 2 T T T 2
1
= 6n+1>_—
2€
Lo 1 3n+1 1
€ = - =
26n+1) 6n+1 2
y con ello € > 221}—% |
n
3) D t I =1
(3) emuestre que lm -~

Solucion:

Debemos demostrar que:

n
= — -1
Ve > 0, nOEN(‘v’n>n0:>'n+1 <€)
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Lo que es equivalente a demostrar que:

1
= N —
Ve > 0,3ng € (Vn>n0:>‘n+1 <€)

Sea € > 0y nyg € N tal que ng > % Ahora, su existencia esta asegurada por la propiedad
Arquimediana. !

Entonces si n > ng entonces se tiene que:

1-— 1
n+1> 6+1:—
€ €
Por tanto,
1
<
n+1 ‘

|
(4) En cada caso, de un ejemplo de una sucesién que satisfaga la condicién propuesta y, si no existe tal
sucesion, explique.

a) Una sucesién ni creciente ni decreciente que converja a 0.
b) Una sucesién no acotada que converja a —3.

¢) Una sucesién divergente a —oo.

Solucion:

(5) an = Sk

n

(6) Si es convergente, entonces necesariamente es acotada. Luego, no existe tal sucesion.

—~
N
~—
S
3
I
[
S
no
|

(8) Sea {a,} la sucesién definida por a, = v/n - (vVn+1—/n).
a) Demuestre que es creciente.

. s [ . 1
b) Demuestre que la sucesién estd acotada superiormente por 7

c¢) Calcule lim a,.
n—oo

Solucion:

!Teorema (Propiedad Arquimediana): Vo >0 € R, 3n € N tal que z-n > 1



a)

Notemos que

Ung1 — Qp = (\/n+2—\/n+1)\/n+1—< n+1—\/ﬁ)\/ﬁ
= VaFaT2—(n+1) - (Vavarl-n

= Vn+1lvn+2-1—-vnvn+1
= \/n+1(\/n+2—\/ﬁ)—1

Entonces, para probar el caracter creciente, debemos probar que la expresion anterior es posi-

tiva, o bien
Vn+1lvn+2>1++v/nvn+1

Pero, ya que para a,b > 0 se cumple que a > b < a? > b?, esto es equivalente a demostrar que
2
(n+1)(n+2) > (1+\/ﬁ\/n+1> =n(n+1)+2y/nvn+1+1

o lo que es lo mismo que

2+ 1> 2¢/nvn + 1

Aplicando nuevamente la propiedad anterior, vemos que basta probar que
4n® +4n + 1> 4n(n +1)
lo que es evidentemente cierto.

Se tiene que

n = ()

Vi a1
VRS TSV NCEI

De lo anterior,

Vvn 1
an: =

Asi,



1.2. Limites

(1) Demuestre que el limite de una sucesiéon convergente es tinico.
Solucion:

Para la demostracion, primero probaremos el siguiente lema:

Lema: Una sucesion es convergente a L si y solo si la distancia entre los valores de la misma y L

converge a Ccero.
Dem: Si una sucesion a,, converge a L, entonces:

Ve > 0,3ng € N(n > ng — |a, — L| < ¢)

O lo que es equivalente,
Ve > 0,3np € N(n > ng — |la, — L| — 0] < ¢)
es decir, que la sucesion definida como b,, = |a,, — L| converge a cero.
Ahora, supongamos que existen L, Ly € R tales que a,, — L1, a,, — Lo distintos entre si. Notemos
que, por la desigualdad triangular:

OS |L1—L2| S |L1—&n|+|&n—L2|

Con n — oo obtenemos que |L; — Ly| = 0y con ello Ly = Ly, lo que contradice la hipétesis inicial.
Por lo tanto, el limite es tnico. [ |

(2) Calcule

& 1
1im -
o ; (n+k)?

Solucion:

Notemos que Vn € N se tiene que n + k > n, si k = 0...n. Por tanto, % > n%rk Dado que ambos

términos son positivo, la desigualdad se mantiene al elevar al cuadrado ambos lados. Asi,

& 1 1 1 1 1
— = +...+ +
2 (n+ k)? (n+1? " (n+2p (n+k)*  (n+n)?
=1 —
<
& 1 1 1
- < -
; (n+ k)2 ; n> n
Por otra parte, notemos que de manera analoga se puede concluir que n +n > n + k, y con ello
se cumple que % < n%rk Igual que en el caso anterior, la desigualdad se mantiene al elevar al
cuadrado:
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3

—~

=

3
—_

=

—_

-
x5
S~—
[N}

BE

+ | =
\Y
(]

o

I |~
I

k=1

Por tanto, por el Teorema del Sandwich y dado que

Entonces,

1

1
Im — = lim — =0

n—oo N

n
lim E
n—oo
k=1

n—o0 471,

1 —
(n+k)?

0

(3) Calcule los limites de las sucesiones cuyos términos n—ésimos son:

(4) Calcule

n2+1
2n — 1

n? +5\"
n?+1

S AR

+4

NES W

sinn

(n+ k)2
———
2(27102
R=0
1
f=3
R=¢
R=0
R=0
4
R=-
3
R=1




. 4n% —3n
a) lim ———
n—oo N2 — 2n

2" —1

b) lim
n—oo 3" + 1
2 1
c¢) lim [a,], donde {a,} es la sucesién definida por a, = n
Solucion:
a) Se tiene que:
. 4n? —3n . nP4—-2)
lIim ——— = Ilim 5
n—oo N2 — 2n n—oo n2(1 — ﬁ)
_3
= Jm o 2
_4-0
- 1-0

b) Tenemos que:

o2 -1 21+ (3)")
lim lim —— 2/ 2

3

W N W N
S— [ —t ~—r | ~—
3 3 3

!
1

c¢) Dado que

n+3 n+3

2 1 5
n -+ _ 9

y como 0 < —— < 1 para n > 2, entonces:
n+3

[2n+1] <1
n+3

Ademas,

{2n+1}>2n+1 1_n—2

n+3 |~ n+3 T n+3

-8 —



Luego,

<1

— Y

-2 2 1
n <[n+} Vn > 2

n+3 | n+3

Finalmente, por el Teorema del Sandwich,

g, lom =1

(5) a) Sea {a,} una sucesién definida de la siguiente manera:

a, = 3

1

(p—1

ap, = 2—

Demuestre que dicha sucesion es convergente y calcule lim a,,.
n—oo

. 6a,, + 6 ., ;.
b) Siag =4y ay1 = "+ 1 demostrar que la sucesién {a, } es convergente y calcular su limite.
Qp
Solucion:
a) Tenemos que a; = 3, ay = 2 — % = g < ay. Probemos que {a,} es una sucesién decreciente y

acotada inferiormente.

= Trataremos de probar, via induccién, que 1 es una cota inferior de nuestra sucesién. No-
temos que a; = 3 > 1. Supongamos que a,, > 1. Ahora bien,

1
ap, > 1 = — < 1
Qp,

1
=2—-—>2-1
G,
= An+1 > 1
y, por tanto, 1 es una cota inferior de la sucesion.

= Ahora, probaremos por induccién que {a,} es una sucesién decreciente. Por lo antes cal-
culado, evidenciemos que a; > ao. Tomemos como hipdtesis de induccion que a, < a,_1.

Ahora,
1 1
Ap < Ap—1 ~ a——— < a—
n—1 n
1 1
&2 — >2 - —
Ap—1 an
<~ ap > Qp4q

y con ello se concluye que es decreciente.

-9 —



= Por teorema, como la sucesion es acotada inferiormente y decreciente, tiene limite. Notemos
1

que lim a, = lim a,_; = L. Ahora, tomando el limite de la igualdad a, = 2 — ~ -, se
n—00 n—00 n—
tiene que:
1 2
L:2_f S LF—2L+1=0
& (L-1)?%*=0
s L=1

Asi, lim a, = 1.
n—o0

b) Igualmente que en el ejercicio anterior, debemos probar que la sucesién es mondtona y acotada.

= Tenemos que a; = 4 > 0. Ahora, nuestra hipotesis de induccién es que a,, > 0. Luego,

Sia, >0 — 6(a,+1)>6>0
Sia,>0 — a,+11>11>0

Qn41 > 0

Asi, la sucesion es acotada inferiormente.

= Notemos que a; =4 > ay = % = 2. Nuestra H.I. es que a,, < a,_1. Asi,
6a, + 6 10
pp1=——=61— ———
a, + 11 a, +11
Por tanto,
Ap < Qp_1 & a, + 11 < an_1+ 11
10 10
A an—li%)l > an,11—|611
= _an+1101 < _an,%ll
& 1= an+11 < T an_1+11
10 10
<6 (1 - al-i-ll) < 6 (1 T Gt
=4 Ap41 < Qp,

Asi, la sucesion es decreciente. Por tanto,

acotada + mondtona = convergente

= Sabemos que lim a, = lim a,,; = L. Asi, reemplazando,
n—oo n—oo

I?+5L-6=0 — L=1V L=-6

Por unicidad del limite, éste debe corresponder a uno de los valores anteriores. Pues bien,
dado que la sucesion es siempre mayor que cero, por tanto el limite debe ser igualmente
positivo. Asi,

L=1

— 10 —



n

(6) a) Determine lim a_" a>1

n—oo N!
b) Igual que en el ejercicio anterior, pero con z,, = "TH
Solucion:
a) Sea x, = <. Notemos que:
an+1
)l a
& n+1
Asi,
Tn ) a
lim =" = lim =0<1
n—o0 ;Un n—oo M, 1
an
y por propiedad de sucesiones, lim x, = lim — = 0.
b) Notemos que:
n+1+1
(n+1)  n(n+2)
n+l — (n+1)2
n

Asi,
n 2
meH: Hmwzl

y en este caso la propiedad no aplica. Evidentemente, es mas facil realizar el cdlculo directo:

1 1
fm " fm1a =1

n—oo N n—o00 n

Esto nos muestra que la propiedad utilizada anteriormente no sirve para el calculo de limites
de todo tipo de sucesiones.

(7) Determine:

a) lim +/e™ +

n—oo

b) lim /1P + 2P + ...+ nP, con p € N fijo.

n—oo

¢) lim a,, con
n—oo

a; = 0.9, a =0.99,--- a, =0.9999...

— 11 —



Solucion:

a) Inicialmente,
, / , [re\n
lim {/e” + 7" = lim - +1=m-lim "(—) +1
n—o00 n—o00 n—o00 T

O<e<m —> 0<(§)<1

Por otra parte,

— 0<<E)n<1
s

- 1<1+<E> <2<mn paran>2
s

— 1<”1+(f) < ¥n
T

Por tanto,
lim vVer+7m" =n
n—oo
b) Dado que Vp € N se cumple que 17 < kP < nP, con k = 1,--- ,n, entonces es claro que:

P+1P 4+ 1P < P20 4P <n +nP 4+ 0P

n-1P< 1P4+2P ... 40P < n-nP

Yn <P+ 24 ap <Vt = (n)

Como los extremos tienden a 1 cuando n — oo, entonces:

lim V1P 4+2°+ .- 4 np =1

n—oo
¢) Analicemos nuestra sucesion:

9 9
a1 = 0.9 = 1—0 = 1—0

99 9 9
g = 0.99 = m == E + 1—02

999. .. 9 9 9
n=10.999... = = —+ — —

¢ 000 10 102 o

- 12 —



Por lo tanto,

k= k=1 10
Asi,
lima,=1lim1l——=1
n—00 n—00 10™

Note que, aunque la sucesion consiste en agregar nueves luego de la coma, ésta converge a uno.

(8) Sea {a,} la sucesién definida por a,, = y/n - (vVn+1—/n).
a) Demuestre que es creciente.

b) Demuestre que la sucesion estéd acotada superiormente por 5

c¢) Calcule lim a,.
n—oo

Solucion:

a) Notemos que

Upp1 — A = (\/n+2—\/n+1)\/n+1—< n+1—\/ﬁ)\/ﬁ
= VarlVat2-(n+1) - (Vivatl-n

N e Wy B SN ey
= \/n+1<\/n+2—\/ﬁ)_1

Entonces, para probar el caracter creciente, debemos probar que la expresion anterior es posi-

tiva, o bien
Vn+1vn+2>1++v/nvn+1

Pero, ya que para a,b > 0 se cumple que a > b < a? > b?, esto es equivalente a demostrar que
2
(n+1)(n+2) > <1+\/ﬁ\/n+1> =n(n+1)+2y/nvn+1+1

o lo que es lo mismo que

2n+ 1> 2y/nvn + 1

Aplicando nuevamente la propiedad anterior, vemos que basta probar que

An® +4n + 1> 4dn(n +1)

lo que es evidentemente cierto.

— 13 —



b) Se tiene que:

%:(ﬁiiv@ﬁeﬁggﬁg

Vi ]
VRS RN NIRRT

c¢) De lo anterior,

vn 1
ap = =
Asi,
, 1 1
lim a, = —— ==

- 14 —



2. Limite de funciones y continuidad

2.1. Limite de funciones

(1) @) Demuestre lim 2* = a*, a > 0.
Tr—a

b) Dado el limite lin’g (2x —5) = 1, encontrar ¢ tal que |(2x — 5) — 1| < 0.01 siempre que 0 <
T—
|z — 3| < 6.

Solucion:
a) Por demostrar:

Ve > 0,39 > 0 tal que (O<|x—a|<5:>}x2—a2}<e)

Dado € > 0, debemos encontrar § > 0 tal que (0 < |z —a| < § = |2? — d?| < ¢).

2? —a®| =]z —a)(z+a)|=(x+a)|x—a| <€
Pero, |r—al<d — (z+a)|lzr—a| <d(z+a)< d(o+a+a) <€
————

dado que la funcién es creciente

Asi,
(0 +2a) <e

Con ello, hemos hallado un d(¢) tal que cumple con lo pedido.

b) Observemos que:
|(22 —5) — 1| = |2z — 6] = 2|z — 3| < 0.01

Ademas, por enunciado es claro que:
O<|z—3]<d — 0<2)z—-3]<26

Asi, basta tomar 20 = 0.01 para mantener las desigualdades. Finalmente,
0 = 0.005.

1 size@Q

(2) Demuestre que 9161_% f(x) =% si f(z) = {O SzdQ

Solucion:

Sea {a,} una sucesiéon de nimeros racionales tales que lim a, = 0. Entonces,
n—o0

lim f(a,) = lim 1 =1

n—o0 n—o0

— 15 —



Ahora, sea {b,} una sucesién de nimeros irracionales tales que lim b, = 0. Entonces,
n—oo

lfm f(by) = lim 0 =0

n—oo n—oo
Como ambos limites son distintos, por el Teorema de enlace entre limites de funciones y sucesiones?,
dicho limite no existe. n

(3) Calcule los siguientes limites:

- 2
2) Tim sin (co‘s (x))
eI 1 —sin(2)

[«

b) lim
r—0o0 U
V2 —Vr+1
c) lim
a—1 a3+ 3r—4
-1
4) 1im 2@ =1

=1 3 4+ —2

Solucion:

a) Se tiene que:

. 2 . 2 .
i S0 (co.s (x)) _ g B (co.s () (14 sin (x)
eI 1 —sin (2) e—»2 1—sin(z) \1+sin(z)
. 2 .
_ g BB (cos® (z)) (1 +sin(z)
=1 cos? (1) 1
Es claro que lim (1 + sin (7)) = 2.
z—7%
sin? (u)

Ahora, sea u = cos? (z). Si x — %, entonces u — 0. Asi, lim =1.

u—0 u
Por tanto,
i sin (co‘s2 (z)) _ 5
-2 1 —sin (2)

b) Sabemos que Vx € R, se cumple que x — 1 < x] <z

[
:):—lg[x]gx

“Teorema: ;gr}l f(x) =L & Yz}, on 7115& ZTn =a se tiene que nhﬁrrgo flzn) =1L

— 16 —



Como lim 1 =1y lim
T—00 T—00 €x

limmzl

r—00 I

¢) Racionalizando,

VII-VEET

,m\/%—¢x—+1<\/%+¢m>

= 1, entonces por el Teorema del Sandwich, tenemos que

II—>H{ 23+ 3x—4 z—>1 3+ 3xr—14 Vor++r+1
I r—1
= lim
=1 (x — 1) (22 + 2+ 4)(V2z + VT + 1)
1
= lim
=1 (22 + x4+ 4)(V2z + Vo + 1)
1

12v/2

d)

. tan (z — 1) _ gy SR (x—1) 1

z—1 23 + 2 — 2 z=1cos(x—1) \(z —1)(22 + 2+ 2)
— lim sin (z — 1) 1
el oz —1 (cos(x—1))(z? + 2z +2)

1

- 1.-
_ 1
4

(4) Hallar los valores del pardmetro k para los cuales existe lirré f(z) si:
T—

vor+1-1

six <0
ve+1-—1
f(x) =
1— .
—cosz(k: z) stz >0
x

Solucion:

Para que exista h’r% f(z) deben existir los limites laterales
z—

lim f(x) y lim f(x)

rz—04 rz—0—

— 17 —



Notemos que, para z > 0, se tiene que:

) ., l—cos(k-x)
., l—cos(k-z),
= T e "

k’2
T2

Por otra parte, para x < 0:

lm f(z) = limYErl=l
z—0— =0 \/r+1—1
B lim{Va:—H—1<{7x+12+{’/x+l+1> <\/m+1)
SO+ T =1\ a4+ Vo +1+1) \Wa+T1+1
1mx—|—1—1< VZ+i+1 )
0+l =1\ e U+ Yo+ 1+1
_ lﬁ%( Vitl+1 )
B

et L +Yr+1+1

2
3
Por tanto, lin'é f(z) existe si y solo si:
T—
k22 L 2V3
2 3
|

(5) El concepto de limites también es util para analizar el comportamiento de las funciones, tanto en
sus puntos de indefinicién como en grandes valores del dominio. Estudie dichos elementos en las
siguientes funciones:

3+ 2% — 2
2+ 2r — 8
241

Viz—1
v — V1

a) f(x) =

b) 9(t) =

¢) h(z) =

Solucion:

— 18 —



a) Lo primero que debemos notar es que nuestra funcién puede escribirse como sigue:

et 1) pla)
I = D=~ aw

Por tanto, los limites a calcular son los siguientes:
= lim f(x)
rz——4
En este caso, p(—4) = —40, ¢(—4) = 0 y por lo tanto, dado que el denominador se hace
cada vez mas pequeno en comparacion con el numerador mientras * — —4, es claro que
la funcién diverge. Ahondemos un poco maés:

Sea 0 > 0. Asi, p(—4+6) = p(—4—9) < 0. Por otra parte, g(—4—0) <0y q(—4+0) > 0.
Por tanto se cumple que:

Jim S =l ) =ox
Decimos entonces que f(z) tiene una asintota vertical en x = —4.

= lim f(z)
T—r
Igual que en el caso anterior, el limite no tiene posibilidades de existir dado que p(2) =
8, q(2) = 0. De igual manera, tomando § > 0 se cumple que p(2+9) =p(2—9) >0y
q(2+6) >0, ¢(2—0) <0y con ello:

Decimos entonces que f(z) tiene una asintota vertical en x = 2.

= lim f(x)

r—+00
Es facil reconocer, ya sea utilizando el grado de los polinomios u otro argumento similar,

que la funcién f diverge cuando x — 400. Lo interesante es saber cémo diverge, i.e. si tiene
alguna similitud con alguna otra funcién particular. Aplicando divisién de polinomios,
podemos reescribir nuestra funcién f de un modo ligeramente diferente:

(x —1)(2? 4+ 22 — 8) + 4(x — 2) 4(x —2)
= — 14\
/@) 22+ 27 — 8 S -
) 4(x —2) ,
Notemos que lim ————— = 0, por lo para valores lo suficientemente grandes o pe-

z—+oo 12 +2x —8
quenos de x, nuestra funcién tendra cada vez méas un comportamiento similar a la recta

r — 1.

Ahora, este hecho se sistematiza al introducir el concepto de asintotas horizontales y obli-
cuas, definidas como:

my = lim _f(x) m_ = lim _f(x)
z—00 I T—>—00 T

ny = lim f(x) —myx n_= lim f(z)—m_x
T—00 T——00
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Es facil comprobar que:
my =m_ =1 ny =n_=—1

Decimos entonces que la recta y = = — 1 es una asintota oblicua a f(x) en fo0.

b) Primero que todo, debemos entender que el dominio de la funcién es (—oo, —1) U (1, 00).

] tliml g(t)
_)_
En este caso, el numerador tiende a un nimero fijo distinto de cero (dos) mientras que el
denominador se acerca al valor nulo. Por tanto, g(t) diverge en x = —1. Dado que tanto

el polinomio t2 + 1 como la rafz v/t? — 1 son positivas, podemos concluir que:
A9 = 0

Decimos entonces que ¢(t) tiene una asintota vertical en ¢t = —1.

] yrrll g(t)
—
Igual que en el caso anterior, la funcién diverge en ¢ = 1 por los mismos motivos que en
la anterior discontinuidad. De igual manera,
lim g(t) = oo

t—1

Decimos entonces que g(t) tiene una asintota vertical en t = 1.

" Jn.o)
Notemos que: tliglo @ = 1y con ello tlirgo g(t) —t = 0. Decimos entonces que la recta
y =t es una asintota oblicua a g(t) en oo.
De manera andloga, tk’:inoo @ = —1 y con ello tgzinoo g(t) +t = 0. Decimos entonces que
la recta y = —t es una asintota oblicua a g(t) en —o0.

c¢) En este caso la funcién tiene como dominio (—oo, —2]U[2, 00), pero no posee discontinuidades.
Asi, solo basta analizar el comportamiento en £o00.

r—+a1?—4 2?2 — (22 -4 4

my = lim ———— = lim ( ) = I

m
T—00 T T—00 l’($+1/l’2—4> T—00 l’($+1/l’2—4)

=0

2?2 — (22 — 4) 4
— i — 2 _ fry i T ————— { B —
ny = lim z —vz? —4 :}EEOH\/m ﬁgﬁlowr\/m 0

Decimos entonces que la recta y = 0 es una asintota horizontal a h(z) en oo. Finalmente,

. h(x) ., r—+Var—4
lIim — = llm ——— =m_
r——00 I T——00 €T
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Sea u = —x, y con ello si t — —o00, u — 00. Asi,

., —u—Vu?—4
m_ = lim

U—00 —U

= lim
U—>0Q

u+ Vu? —4
U

JI— 4/
= 1im 2T [y

UuU—00 u

n_.= lim h(z)—2-2= lim —z—Va2—4=lmu—vu?—4=0

r—r—00 T——00

U—00

Decimos entonces que la recta y = 2x es una asintota horizontal a h(z) en —oo.

2.2. Continuidad

(1) Estudie la continuidad de la siguiente funcién:

( sin ()

V2z+1—+vVr+1

(1 — cos (z))(z® + 42?%)

i

Solucion:

Notemos que, para = < 0, la funcién es continua en todo el intervalo (0, 00). Por otra parte, para
x > 0, igualmente es continua en todo el intervalo (—oo,0). Por tanto, basta analizar tinicamente

el punto z = 0.

Recordemos que una funciéon f se dice continua en x = a si:

» £ =a € Dom (f)
» lim f(z) = lim f(x)=lim f(x)
r—a+ r—a— r—a
= lim f(z) = f(a)
Tr—a
En primer lugar, calculemos los limites laterales:

sin ()

,sixz >0

,sixz <0

,siz=0

lim
=0 2x +1—x +1

g

\/2x+1+\/:)3+1)
V2z&8+1++Vx+1

sin ()
— I ( % + 1 1)
xl—%(Qx—l—l)—(x—l—l) V2e+ 1+ Vot
= Hmsm(x) clm (V22 + 1+ VvV +1)
0 oz g0 9

=1
= 2
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(1 — cos (z))(z*(x + 4))

A ) = I4
., (1—cos(x)
— i () e
1 —
T oG R T
z—0 x , z—0
-1 1
2
= 2

Por tanto, como los limites laterales son iguales entre si e iguales a la funcién evaluada en el punto,
f es continua en z = 0. Entonces, f(z) es continua en todo R. [ |

(2) Determine las constantes A, B € R tales que la siguiente funcién sea continua en toda la recta real:

—2sin () siz < —3
f(x) =< Asin(x) + B si - <e<]
3 cos? () siz >3

Solucion:

La funcién definida a tramos presenta una combinacion de funciones continuas en todo R. Por tanto,
basta analizar los puntos en donde se produce el cambio en la definicién de la funcién:

» Continuidad en r = —F
-5 r——7
; s
lim f(z) = lim Asm(:c)—i-B:B_A:f(__)
x—)—%* g1 5

Por tanto, B — A =2
1)
1

= Continuidad en z = o)
lim f(z) = lim Asin(x)+B=A+B=f (_)
:c—)%— x g 2
lim  f (SC) = lim 3 cos? (x) =0

y con ello, B+ A =0
2)
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Finalmente, por (1) y (2), la funcién serd continua en toda la recta real si

A=-1 y B=1

(3) Determine los valores de a, b, ¢ para los cuales la funcién:

(
1—
7@8(3@ ,sixz <0
1 — cos (5x)

f(x) = a ,siz=20
22 +br+c ,
—— ,siz>0
\ X

Sea continua en z = 0.

Solucion:

Notemos que la funcién posee infinitas discontinuidades, en aquellos puntos xg donde 1—cos (5x) =
0. En este caso, eso no influye en nuestro problema, puesto que se nos pide analizar un tinico punto.

Para la continuidad en x = 0 debe cumplirse que:

lim f(z) = lim f(x) = f(0)

z—0+ z—0—

Es claro que,

) . 1—cos(3z)
mlg%l_ fla) = glclgé 1 — cos (5x)

1 — cos (3z)
(3z)*  (3)”

- QIEIE(IJ 1 — cos (5z) (5x)?
(bx)?

1

_ 2.3
1
195

9

25

Por tanto, como f(0) = a se cumple que:
9

T

Ahora, f es continua en dicho punto si

) o 24+ br+c 9
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Asi,

Como se trata de una forma indeterminada (%), para que el limite anterior exista se requiere que el
numerador se haga cero cuando = = (. Esto se logra dividiendo los polinomios:

(2> +br+c)=(x+b)-2+c

Como el resto es ¢, y deseamos que el polinomio inicial sea divisible por z (para que podamos
simplificar), debe cumplirse que:
c=10

Lo anterior asegura que 22 + bz + ¢ = x - ¢(), con ¢(x) = x + b. Por tanto,

. 2 +br+c . x-q(x)
lIm — = lim
z—0 €T x—0 T

= q(0) = b

Finalmente, juntando nuestros resultados,

(4) a) Sify gson funciones continuas en [a, b] tales que f(a) > g(a) y f(b) < g(b), pruebe que existe
c € la,b] tal que f(c) = g(c).
b) Demuestre que si f es continua en [a, b] tal que a < f(a) y f(b) < b, entonces existe ¢ € [a, b
tal que f(c) = ¢>.

¢) Demuestre que el polinomio p(z) = 2% + 3z% — 1 tiene tres raices reales.

Solucion:

a) Definamos la funcién h(z) = f(x) — g(z). Notemos que nuestra nueva funcién es continua en
el intervalo [a, b] puesto que corresponde a una resta de funciones continuas. Por otra parte,
notemos que:

h(a) = f(a) —g(a) >0 ,y también h(b) = f(b) —g(b) <0

Entonces, por Teorema del Valor Intermedio, existe ¢ € [a,b] tal que h(c) = 0, es decir,
f(e) —g(c) =0y, por tanto,

3Muchas veces se denomina a esta propiedad como el Teorema del punto fijo.
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b)

Definamos la funcién auxiliar g(x) = f(z) — z. Notemos que dicha funcién es continua en el
intervalo [a, b] puesto que corresponde a una resta de funciones continuas. Asi:

g(a) = f(a) —a>0 ,ytambién g¢g(b)= f(b)—b<0

Entonces, por Teorema del Valor Intermedio, existe ¢ € [a,b] tal que g(c) = 0, es decir,
f(c) —ec =01y, por tanto,

fle)=c
Tenemos que p(0) = —1 < 0y que p(1) =3 > 0. Como p(z) en continua en el intervalo [0, 1]

por ser un polinomio, por el T.V.I. existe ¢ € [0, 1] tal que p(c) = 0.

Por otro lado, p(—1) = 1 > 0. Entonces, nuevamente por el T.V.I. existe d € [—1,0] tal que
p(d) = 0.

Como p(z) es de grado tres solo puede tener una o tres raices reales, pero como ya hallamos
dos de ellas, p(z) debe tener tres raices reales.

(5) Analice la continuidad en R de la funcién:

-1
flz) = lim —o—

Solucion:

Como lim z

" es cero, uno o infinito, segtin sea || < 1, |z| =1 o || > 1 separaremos por casos:

n—o0

Si |z| < 1 tenemos:

Si |x| > 1 tenemos:

a1 1l—— 1-0
f@) =t = T T

xr2n

Si || = 1 tenemos:

-1 1-1
:1/ pu— p—
J@) = i ey = 141

Por tanto, la funcién en cuestién puede escribirse de la siguiente manera:

-1 sifzl <1
flz)=141 si |z > 1
0 si |z =1
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Entonces f presenta discontinuidades irreparables en x = 4+1. En todos los demas puntos, es
continua. ]

(6) a) Sean € Z. Calcule lim y/x — [z] + [z]. ;Qué puede decir de la continuidad de f(z) = /& — [z]+

T—n
[z] en R?

b) Demuestre que si lim f(z) existe, entonces lim | f(z)| también existe. ; Es verdadero, en general,
T—a T—a

el reciproco (o sea, si lim | f(z)| existe, entonces lim f(x) existe)?
Tr—a T—a

Solucion:

a) Mostraremos que los limites laterales son iguales an. Sin—1 < z < n, tenemos que [x] = n—1.
Por tanto, \/x — [z] + [z] = /x — (n—1) + (n — 1). Por la continuidad de la funcién raiz
cuadrada, se cumple que

lim /o —[z]+ 2] =n
T—n—

Por otro lado, sin < 2 < n+ 1, [x] = n. Asi, \/z — [z] + [x] = vV —n + n. Por el mismo
argumento que en el apartado anterior,

Para estudiar la continuidad de f, supongamos que a € R y separemos por casos:

=macZ
Por lo hecho anteriormente, lim f(z) = a = \/a — [a]+a = f(a) y por lo tanto es continua
T—a

en los enteros.

" a¢Z
La funcién esta bien definida en x = a, puesto que [a] < a. Tenemos que [a] < a < [a] + 1;
si x es tal que [a] < a < [a] + 1, se tiene que

Vo —[z]+ [z] = x — [a] + [d]
Utilizando la continuidad de la raiz cuadrada, se cumple que:
lim f(z) = lim /2 — [a] + [a] = Va — [a] + [a] = f(a)

Por lo tanto, f es continua x = a.

Luego, f es continua en R.
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b) Recordemos la desigualdad triangular reversa: Si a,b son ntmeros reales cualesquiera, ||a| —
bl <[a—0].
Si al funcién converge a L cuando x — a, entonces se cumple que

Ve > 0,30 > 0 tal que |f(z) — L| < e cuando 0 < |z —a| < ¢

Notemos que, por la desigualdad triangular reversa, se cumple que:
Lf ()| = [L]] < |f(z) = L]

Basta tomar € > 0 tal que la funcién cumpla con la definicién de limite antes expuesta. Asi,
existe § positivo tal que:

0<|z—a| <0< |lf(z) = LIl <|f(z) - L]

Por tanto, es claro que si f converge a L, entonces |f| lo hace a |L|. Ahora, para probar que
la proposicion reciproca no es cierta, tomemos la siguiente funcién

flx) = —

|z
y analizar los limites laterales cuando x tiende a 0:

lim f(z)=1 A lim f(z)=—1

z—0t z—0—

y el limite no existe; mientras que | f(x)| = 1, por lo que su limite si existe.
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3. Derivadas

3.1. Derivacion

(1) Calcule, por definicién, la derivada de f(z) = v/1+ 22 en el punto x = /3
Solucion:

Por la definicién de derivada, sabemos que:

o LD — S @)y VI @R VT a2
h—0 h b0 n
AR CE) it S (\/1+($+h)2+\/1+x2>
== 1m .
h—0 h \/1+($+h)2+\/1+x2

lm 14+ (x+h)?—1—22

h=0 h(y/1+ (z + k)2 + V1 + 2?)

) h(2x + h)

lim

h=0 h(y/1+ (z + k)2 + V1 + 2?)

, 2z + h

lim

h=0 \/1+ (z + h)? + V1 + 22
2z B T

W1+a22 V1+a?

Por tanto,
3
rva) =Y
(2) Calcule las derivadas de las siguientes funciones:
1
a) g(x) = /sin (22)4/tan (2z) + In <—>
x
1
) o) = (152)
11—z
¢) h(z) = sin (z) eV*teos(22)
Solucion:
a) La derivada del primer sumando es:
cos (x?) - 2x . sec? (2z) - 2
————/tan (2z) + y/sin (2?) - ———=
24/sin (x2) Vian (20) + v/sin (a?) 24/tan (2x)
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La derivada del segundo sumando es:

-1
= -1
1 7
T
Asi,
cos (2?) - x _ sec? (z)-2 1
() = ——=——= - Vtan (2z) + /sin (2?) - —— — —
(o) = L () + () S

b) Por la regla de la cadena, tenemos que:

1 1+2Y)
1+LL’. 1—2x

11—z

Ahora, aplicando la regla del cociente en la derivada,

<1+_x>’_(1—x)-1—(1+x)-—1: 2
l—x (1—x)? (1 —x)?

Asi,

1—x 2 2
fw) = (1+x) Q=22 1-22
c¢) Por la regla del producto, la derivada corresponde a:
cos () eVateos(2) | gy (z) (e\/m)/
Aplicando la regla de la cadena,

<ew/$+COS (2m))/ — eV atcos (2z) | 1 —2sin (21’)

2\/x + cos (2z)

Finalmente,
1 — 2sin (2x)

h/(l’) = COS (:L’) e\/m + sin (LL’) eV &tcos (2z) |
2\/x + cos (2z)

1
a) Si se define la funcién f(z) = 5T |z|, demuestre es diferenciable Vx € R y encuentre f'(x)

b) Sea f : [a,b] — R, una funcién derivable en todo (a,b). Sea zq € (a,b) fijo , se define:

f(zo+h) — f(xo—h)
2h

P(z0) =

Demuestre que lim ¢(xq) = f'(x¢)
h—0

Solucion:
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a) Se tiene que:

1 .

gt° sz >0 x sizx>0
L, . — i 0

——z® siz<0 T 8lT<

y con ello es claro que f(x) es diferenciable Vo # 0. Por otra parte,

— shipl 1
i LOEM = FO) o SRy 3R Ly
h—0 h h—0 h h—0 h 2 h—0
Entonces f(x) también es diferenciable en el origen. Asi,
x six>0
f(x)={ -z siz<0 = fl(z)=|x]

0 sixz=0

b) Notemos que la funcién ¢(z) puede escribirse como:

f(xo+h) — f(xo —h) f(zo+h) — f(wo) + f(x0) — fwog — D)

P(x0) = 9% = 9%
_ 1 f(@o+h) = f(xo) Jr}f(l“o)—f(l"o—h)
2 h 2 h
Entonces,
i o) = 5 | T el e =
f’E;O)
Pero, sea u = —h. Si h — 0, entonces u — 0. Asi:
lim f(xo) — fzo — h) — lim f(@o) — f(zo + u) — lm f(@o +u) — f(x0) T
h—0 h u—0 —Uu u—0 u

Con ello,

i o(a0) = 3 ('(@0) + '(20) ) = w0
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(4) Determine los valores de a, b para los cuales la funcién:

5+V2x sixe (0,8
fz) =

bx 4+ a ,six € (8,00)
Sea diferenciable en 2 = 8.
Solucion:

Primero que todo, necesitamos que f sea continua en x = 8. Ast:

lim f(z) =9 = f(8)

Tz—8—

lim f(x)=8b+a

r—8+

8+a=9

Por otra parte, por la definiciéon formal de derivada, tenemos que:

lim f(z)— f(8) _ h,mbx+a—9
r—8+ r—8 z—8 Tz — 8
_ Hmbx+a—(8b+a)
r—8 1’—8
T Ol
r—8 1’—8

T Ty T Mo s T g
L V2r o4 V244
~ lim 2z — 16
% (2 — 8)(V2u +4)
2 1

= lim—=-
=8 /2r +4 4
Asi,

y con ello se tiene lo pedido.
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(5) Determine la ecuacién de la recta tangente en x = 0 a la funcién:

r— 2? cos(z> ,six#0
x
flx) =
0 ,siz=20

Solucion:
La recta buscada pasa por (0,0), por lo que solo falta hallar su pendiente. Esta es:

o 041~ F(0)

h—0 h z—=0 h z—0 h
, ™ 1 ™
=t (1= cos (7)) = 1t o ()

El ultimo limite es producto de una funcién acotada por otro que tiende a cero, por lo que f,(0) =
1 —0=1. Asi, la recta tangente buscada es:

y==x

(6) a) Sean fy g funciones de reales, tales que:

f'(x) = g(x)
g'(x) = f(z)
y f(0) = 0, g(0) = 1. Demuestre que F(z) = (f(z))” — (g(z))* es constante y determine su

valor.

b) [Propuesto| Demuestre, via induccién, la férmula de Leibniz para la derivada del producto:

(£ 9D =3 () 1) a0

k=0
Solucion:

a) Notemos que:
Fl(z) = 2f(x)f'(z) — 29(2)g'(x) = 2f(z)g(z) — 2f(2)g(x) = 0
Como F'(z) =0, es claro que F(z) = C. Asf,
F0O)=0*-1*=-1 — F(r)=-1,Vr eR
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3.2.

(1)

Derivadas de orden superior, Teoremas de la funcion inversa e implicita

Considere la siguiente funcion:

f(2) x”sin(%) siz#£0
xTr) =
0 siz=0
Determine valores de n € N para los cuales la funcién es continua, diferenciable o con derivada
continua.
Solucion:
Para que nuestra funcién f(z) sea continua, debemos analizar los que ocurre en = = 0. Asi, debe

cumplirse que:

lim f(x) = f(0)

z—0

Ahora,

x—0 e

, o (]
lim f(x) = ili%l’ sin (—)

Sin > 1, entonces el limite anterior serd de la forma cero por acotada, y con ello lir% f(z)=0= f(0)
T—

y la funcién seré continua en la recta real.

f'(x) = na" ' sin (1) — 2" 2 cos (%), Vo #0

a

Calculemos su derivada:

para hallar f’(0), si existe, debemos utilizar la definicién analitica:

_ B sin (L
g L0 =TO) g PG e et (l)
h—0 h h—0 h h—0 h

Igual que en el caso anterior, dicho limite solo existira sin —1 > 1 — n > 2. Por tanto, sin > 2 la
funcién seré diferenciable en todo R.

Con ello,

|—=

na"sin (1) —a"Zcos (L) siz#£0

fi(z) =
0 ,six =0

Finalmente, para analizar la continuidad de f’ debemos realizar el mismo andlisis que para cualquier
otra funcién: Notemos que f’ es una composiciéon de funciones continuas, y por tanto es continua
en todo R excepto en el origen. Para analizar la continuidad en dicho punto probamos que:

z !/ o /
Iim f'(x) = /'(0)
Si n = 2, entonces el limite en cuestion es de la forma:
1 1
lim 2z sin <—) — COoS (—) =3
z—0 xT X
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Por tanto, con n > 2 se garantiza la continuidad de la derivada en R. ]

(2) a) Determine la derivada de la funcién Arcsin (z) : [-1,1] — [ T q

33
b) Sea f(x) = 2% —z para z < —\/Lg, y sea g(x) su inversa. Calcular ¢'(0).

Solucion:

a) Por la definicién de funcién inversa, sabemos que:

Por tanto, como (sin (z))" = cos (x), debemos calcular cos (Arcsin (x)).

Recordemos que cos (u) = #+/1 — sin? (u), para todo u € R.

Ahora, si tomamos Arcsin (z) = y <> sin (y) = z, entonces la identidad fundamental anterior
queda como sigue:

cos(y) = =£4/1—sin?(y) = £V1 — 22 Pero, y € [—g, g} = cos(y) >0

cos(y) = V1—2a?
= cos (Arcsin (z)) = V1 — 22

Finalmente,
1

Vi

b) Por la férmula de la derivada de la funcién inversa,
1
f'(9(0))

(Arcsin (z))" =

9'(0) =

1
%.
— 2 = 0 tiene soluciones z = 0 y x = +£1. De ellas, la tnica que satisface la

Ahora bien, g(0) =2 < f(z) =0+ 2  —2x=0yz < —

La ecuacién z°

restriccion z < —% es v = —1.
1
Por lo tanto, g(0) = —1 y con ello ¢'(0) = FEhE
Como f’(z) = 3x* — 1 tenemos que f'(—1) = 2 y por tanto
1
/ O ——
g(0) =5



dy

(3) Las siguientes ecuaciones definen implicitamente a y como funcién de x. Encuentre £ :

a) sin(z +y) = y* cos (z)

2, .2
b) 1 — arctan <£> _ Tty
Y 2

Solucion:

a)
sin (z + y)

dy
142
cos(x+y)< +da¢)

dy
dr
dy
dr
dy
dr

cos (x +y) + cos (z + y)

[cos (x +y) — 2y cos ()]

1 — arctan (1’
1 (y—wy
_ |- .
Y
1+»<f)
Y
ry +y
x2 + 12
ry 4y
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dx

d
2
Yy Cos(x)/ah7

d
2y£ cos (z) — y* sin (z)

d
2y% cos (x) — y? sin (z)

2

— [y sin (z) + cos (z + y)]

y* sin (z) + cos (z + y)
2y cos (x) — cos (z + y)

P4y d
B 2 dx

= vty

= z+yy
(@* +9°) (z+yy)
(2* +y%) z+y

x3+xy2+y
T — Py =y’



(4) La curva v dada por 7 : 2® + zy? + 23y> = 3 define a y como funcién implicita de x. Determine si
la recta tangente a v en el punto (1, 1), pasa por el punto (—2,3).

Solucion:
Derivando implicitamente con respecto a = en la ecuacion de -, se tiene:

3a® 4¢P+ 3a?y’

32 2 2) ! 325 534/:0:> I _
T H Y+ 2eyy +ox7yT +ox7yy Y 22y + 5y

y'(1,1) = -1

Luego la recta T, tangente a v en (1,1) tiene pendiente —1, de donde la ecuacién de T es:

T:iy+x—2=0

Si reemplazamos en T para r = —2, se obtiene y = 4, por lo tanto la recta tangente T no pasa por
el punto (-2, 3). [

(5) La figura muestra una luz ubicada tres unidades a la derecha del eje Y y la sombra creada por la
regién eliptica 2% + 4y? < 5. Si el punto (—5,0) esté en el borde de la sombra, ja qué altura sobre
el eje X estd ubicada la luz?

VA

Solucion:

La recta que une la luz con el punto (=5, 0) es tangente a la elipse x® + 4y* = 5, llamemos (¢, yo)
al punto de tangencia de esta recta con la elipse. Luego, la ecuacion de la recta es:

d
Y—Y = %(%72/0) (x - 36’0)
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Ahora, determinemos la derivada usando derivacién implicita:

d dy dy x
3 2
44y =5/ — = 204+8y—=0 = —=——
Y / dx ydm dx 4y
Y como el punto (—5,0) pertenece a esta recta, se tiene que:
Lo 2 2
Yy=% = —q- (. —x0) = 4yy = —bHxo —
Yo ~ o
(i)
Pero el punto de tangencia pertenece a la elipse, y por tanto
vy +4yp =5
N—_— ——
(i)
Juntando las ecuaciones (i) y (i), se obtiene que zp = —1 e yo = 1 0 yop = —1. Pero el punto de

tangencia estd sobre el eje X, por tanto, (zg,yo) = (—1,1). Reemplazando estos valores, se obtiene
que la ecuacion de la recta tangente es:

1

Para finalizar, sabemos que la luz esté sobre la recta x = 3 y sobre la recta tangente que acabamos
de encontrar, luego

1
y=7B+D+1=1+1=2

y la luz se encuentra a dos unidades sobre el eje X. ]

(6) @) Sea m un nimero natural y C' una constante real. Considere la funcién

22
(x+2)"sin< )+% siox# -2

) = T+ 2

C siox=-2
Determine condiciones sobre n y C' para que f'(—2) exista.

b) Estudie la continuidad y diferenciabilidad de la funcién indicada.

h(z) = z[z], © € (-2,2)

Solucion:
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a) Cuando = # —2, f'(z) puede calcularse usando las reglas de derivacién. Luego,

Para que f sea diferenciable en x = —2 debe ser continua en dicho punto. Asi,
¢ = /)
= xlin—lz ((:c +2)"sin (1’ i 2) + %xz)
8 8
= 0t3=3

pues n € N y el seno es una funcién acotada. Ahora, calculamos f’(—2) por definicién:

f@) = f(=2) _ (@ +2)"sin(55) +52%) —

"(-2) = 1
f( ) z——2 T+ 2 z——2 x4+ 2
20,2
Z(x*—4
- xl—iEl ((x+2)n—1sm (1’ 2)) +:cli>n—12 3(j+2 i
2(x% -4 2 8
Pero, lim 3 ): lim —(x—2)=—=.

z—=-2 x4+ 2 z——23 3
Asi, f'(—2) existe ssi el primer limite existe, y ello se consigue estableciendo que n > 1.
Finalmente, las condiciones pedidas son:

ng y n>1

b) Notemos que la funcién en cuestién es:

—2x si x€(—2,-1)
i 1

h(z) —x si x€[-1,0)
si xe€[0,1)
x st xe]l,2)

Es claro que h es continua y derivable en (—2,—1), en (—1,0), en (0,1) y en (1,2). En estos
intervalos las derivadas son —2, —1, 0 y 1 respectivamente. Por otra parte,

lim h(z)=2 # 1= lim h(z)

r——1— z——11
entonces h no es continua en x = —1, y por tanto no es derivable en ese punto. Andlogamente:

lim h(z) =0 # 1= lim h(x)

rz—1— z—1t
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Por tanto, h no es continua ni derivable en x = 1. Tenemos que:

lfm h(z) =0 = lim h(x)

z—0~ z—0+

y con ello h es continua en z = 0. Ahora

i LW O o
x—0— Xr — 0 x—0~ X
Ademaés 0 0
i L@ SO 0y
o0+ x—0 x—0+t T

y finalmente la funciéon no es derivable en x = 0.

(7) a) Calcule, de la forma mds simple posible, la derivada de:

o)t (s (1))

b) Encuentre la ecuacién de la normal a la curva ¢ : & cos (y) =sin (z +y) en P = (5, %)

c) Demuestre el Teorema de Darboux: Sea f : [a,b] — R diferenciable. Si d € (f'(a), f'(b))
entonces existe un punto ¢ € (a, b) tal que f'(c) = d.

Solucion:

a) Veamos que:

1
arc cos =y <= cos(y) =
(vl—l—ﬁ) Y v V14 a2

Graficamente,

V1422

1

Por tanto, tan (y) puede calcularse facilmente:

tan (arccos <\/11+7x2)) — tan (y) = ||
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donde el médulo aparece porque valores positivos y negativos de x satisfacen la identidad
inicial. Asi,

df(x) d 1 siz>0
= ] = .
dx -1 siz<0

Usando diferenciacion implicita, si ¢ define implicitamente a y como funciéon de x en una
vecindad del punto dado, se tiene que:

cos (y) —xsin (y) -y’ = cos (z + y)(1 +y')

y por tanto la pendiente de la recta tangente en el punto P es m = p—1 Por geometria

analitica elemental, sabemos entonces que la pendiente de la recta normal es m = —%. Por

Supongamos inicialmente que d = 0, i.e. f'(a) <0 < f'(b).
A

S0 7

\]

Por Teorema de Weierstrass, la funcién continua alcanza un valor extremo en [a,b] (por la
compacidad de los intervalos cerrados y acotados). Dado que f’(a) < 0y f'(b) > 0 entonces
el minimo debe alcanzarse en el interior del intervalo. Asi, existe ¢ € (a,b) tal que f(c) es
un minimo local. Como la funcién es diferenciable y posee un minimo en ¢ € (a, b) entonces
f'(c) = 0 de donde se obtiene el resultado.

Para demostrar el resultado en el caso general, recurrimos a la funcién auxiliar ¢ : [a,b] — R,
tal que p(z) = f(z) — d =.

Notemos que si d € (f'(a), f'(b)) y ¢ € (a,b) es tal que f'(c) = d, entonces

P(z)=f2)—d = ¢(c) = f(c) =d=0

Por lo tanto, encontrar un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c¢) = d es equivalente a encontrar una
punto ¢ tal que ¢(¢) = 0; que es, justamente, lo que probamos inicialmente.
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3.3. Regla de L’Hopital

(1) Calcule los siguientes limites:

) 1
a) ili% cse () — .
b) lim /x(m — 2arctan (v/z))
T—00
, . x
c) lim z <7T — 2arcsin < ))
T—$00 2 +1
Solucion:

a)

1
lim csc () — — = lim

Asi,
L =1im

sin ()

~ lm — 1 — cos () _ 7
z—0 sin (x) + x cos (x)

=0

20 cos (x) + cos

(x) — zsin (x)

(m — 2arctan (1/z)) I

lim /z(7 — 2arctan (y/r)) = lim - =

200 200 =
Ahora bien,
(m — 2arctan (y/x)) (1+m1)x1/2 2z
% ?_;'{’ o+l
Por tanto,
L= Jim oy =2
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c¢) El limite en cuestién puede escribirse de la siguiente manera

2 222
-9 vV +1 ONZEIs]

' 2
_ : x _ x2 X —|— 1
T — 2arcsin ( o ) -5

—_

lim T = lim
Z—00 = Z—00 1
X

1
=  lim 22°V22 +1-
z—500 (22 4+ 1)Va2 +1
222

1m
T—00 1‘2 —+ 1
= 2

.

(2) Aplicando directamente la Regla de L’Hopital, determine los siguientes limites:

) €2m -1
a) lim
x—0 x

1
b lim 2
T—00 x

113'2

c) lim
r——oc0 %

d) lim e *\/x

T—00

. 1\"
0 Jim (1+7)
/) lim (sin (2))"
, 1 1
) Mm, (m - m)

Solucion:

a) El limite es de la forma %. Por tanto, aplicamos directamente la regla:

b) El limite es de la forma 2. Por tanto, aplicamos directamente la regla:

In (% 1
lim (z) =1lim - =0
T—00 x T—00 I
c¢) Tenemos:
. 2P ) 2z ) 2
lim = lim = lim =0
z—=—00 6T N rs—00 — TN~z —00 7%
L'H L'H
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d) Notemos que la sustitucién directa nos entrega la forma 0-co. Debemos adaptar nuestro limite
para aplicar la regla:

1
T , 1
lim e *y/z = lim £ — lm 2% = lim =0
T—00 z—00 ¥ N~ zr—c0 e% T—00 Qﬁew
L'H

e) A priori, el limite es de la forma 1°°. Asi, supongamos que dicho limite existe y vale L. Con

ello,
1 n
L = lim (1—1— —)
r—00 n

1 €T
In(L) = In [h’m (1—1— —) } por continuidad,
x

T—00

1 X
= lim In (1 + —)
T—00 x
i 1
= lim zln (1 + —)
T—00 x

In(1+42
T I U )
Z—00 1/x
I (—1/2*) i
= 1 - - /=
200 —1/;52
Ii 1
m
m1—>001—|—1/x
In(L)=1 = L=e

f) La sustitucién directa nos entrega la forma indeterminada 0°. Por tanto, inicialmente supon-
gamos que el limite existe y vale L. Asi,

L = th (sin (x))*
(

In(L) = In [xllf& (sin(x))*] por continuidad,
= lim In((sin(2))")
= xlg&xln (sin (z))
I (si
— g BEM@)
rz—0+ p
2
L T
250+ —1/22  2-0+ tan ()
—2
— lfm —— =0

20+ sec? (1)
m(L)=0 = L=1

g) Esta forma indeterminada es del tipo (0o — 00). La idea es intentar trabajar sobre el limite
para asi utilizar la regla directamente:

lim. (ﬁ - ﬁ) = S, <%)
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y ahora es de la forma %. Asi,

o, (ﬁ B ﬁ) - ((x _11;(1(/151)]@ (w>>
= Hm (x - 1x+_x11n (x)) LH...

= {Eﬂ (1 —|—x(1/;) +In (x))

2

3.4. Aplicaciones: tasas relacionadas, Teorema del valor medio y aproxi-
maciones

(1) En un depdsito conico recto entra, a razén de 8 [m?3/s] cierto liquido incompresible. El radio y la
altura del depdsito son 21 [m] y 35 [m] respectivamente. Calcule la tasa de crecimiento de la altura
cuando ésta toma un valor de h = 6 [m].

Solucion:

Realizando un diagrama de la situacion, tenemos que:

21

35'

r(t)

Notemos que, por el Teorema de Thales, encontramos la siguiente relacion:

r(t) 21 3 3

=2 o )= 2h(t

h(t) 35 5 r(t) =5 k()
Ahora bien, el volumen del liquido contenido en el depdsito corresponde a

1

V(t) = 37 r(t)? h(t)
Asi, con la relaciéon antes calculada, tenemos que:
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Con ello, la variacién temporal de la expresién queda como sigue:

v 9t ., dh dh 254
Cem S = Sei
dt 25 dt dt 97 h(t)?
Reemplazado,
dh 25-8 50 m
- - o[
dt 97 - 62 81w 0-196 s

Un hombre camina por un sendero recto a una velocidad de 4 [7]. Un reflector estd situado en el
suelo a 20 [m] del camino y se mantiene centrado en el hombre. ;A qué tasa gira el reflector cuando
el hombre esta a 15 [m] desde el punto en la senda més cercano al reflector?

Solucion:

La situacion se diagrama de la siguiente forma:

8

=

Sea x la distancia medida desde el hombre hasta el punto més cercano al reflector. Llamemos 6 al
angulo que forman la perpendicular al camino y la posicion del hombre, tal como lo indica la figura.
Por las relaciones trigonométricas, tenemos que:

2£0 = tan () = x = 20tan(0)

Asi, derivando dicha expresion con respecto al tiempo:

dr , do do 1,
- = 20 sec” (0) o= = 20 < (0)

Cuando z = 15, la distancia del hombre al foco es de 25 y con ello cos (§) = 1. Reemplazando dicho

valor y fl—f = 4, finalmente:
9 1 /4\* 16 rad
= 2 (2) = =L = 0128 |—
dt 5 (5) 125 { s }
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(3) Sobre un circulo de radio 1 se mueve el extremo A de una barra de largo 3 cuyo otro extremo B se
desliza sobre un eje fijo.

a) Determine una ecuacién que relacione la posicién z del punto B con el angulo ZBOA = 6.

b) Suponga que A gira en el sentido contrario a las manecillas del reloj con el angulo # variando

a una tasa de 0.6 [rad/s|. Calcule la velocidad de desplazamiento de B cuando 6 = 7.

Solucion:

a) Sea x la posicién del punto B. Por el Teorema del Coseno tenemos que:
9 =14 2% — 2z cos (0)

b) Derivando la ecuacién anterior con respecto al tiempo tenemos:

de _dx _ do dx xsin (0) df
20t 9t 2 oo, tr_ zamip) 4
v " 2gp s F s O = = o

Cuando ¢ = 7 obtenemos x de la ecuacién original, después de descartar la raiz negativa. Esto
da que x = /2 + /17/2, que sumado al hecho que

o

— =0.6
dt

da el resultado reemplazando:

dz
— ~ —0.5071
o 0.5071 [m/s]
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(4) a) Dada la funcién f(z) = (x — a)™(z — b)"™, con m y n naturales, demuestre que el punto ¢ del
teorema de Rolle divide al intervalo [a, b] en la razén m : n.

b) Demuestre que si f es una funcién dos veces diferenciable en todo R y tiene tres raices reales
distintas, entonces existe un punto ¢ en el cual f”(c) = 0.

c¢) Suponga que f(0) = —3 y que f'(x) < 5 para todo valor de x . {Cudl es el mayor valor que
f(2) puede tomar?

Solucion:

a) Es inmediato que f(a) = f(b) =0, y por el Teorema de Rolle existe ¢ € [a, b] tal que f'(c) = 0.

Asi,
0 = fe)
= mlc—a)™ He—=b)"+n(c—b""(c—a) Sup. que ¢ # a,b
= m(c—b)+n(c—a)
= —m(c—>b)+n(c—a)
Por tanto,
(b—cym = (c—a) — E:Z:%

b) Sean a,b, ¢ distintos entre si tales que f(a) = f(b) = f(c) = 0. Entonces, como f es dos veces
diferenciable en todo R, por el Teorema de Rolle,

f(a) = f(b) = Ja € (a,b) tal que f'(a) =0

Similarmente,

f(b) = f(c) = 3B € (b,c) tal que f'(B8) =0

Aplicando el Teorema de Rolle una vez mds a f’ obtenemos que

Fy € (a,8) tal que f’(y) =0

c) Como f es diferenciable, pues su derivada existe, entonces es posible aplicar el T.V.M en el
intervalo [0, 2] y con ello obtener que:

f(2) - f(0)

2_0 :f/(c),c€(0,2)

pero, por hipdtesis, f'(c) < 5. Asi,
IO IO <5 & jo-r0<10 = <7
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(5) Demuestre las siguientes afirmaciones:

a) Si0<wu<wv< 7, entonces:

U sin (u
u_sin (u)
)

sin (v)
b) Sea f:[0,1] — [0, 1] diferenciable, tal que f'(z) # 1. Existe un tinico punto ¢ € [0, 1] tal que
f(9) = 9.

¢) Si f : [a,b] — R satisface que |f(z) — f(y)] < c|lz —y|*, Vo,y € [a,b] con a > 1y ¢ € R,
entonces f es constante.

Solucion:

a) Analicemos la funcién
sin ()

f) =" e 0.7/2)

Tomemos dos puntos arbitrarios en el intervalo, x, y, tales que x > y. Asi, por el T.V.M:
flx)— fy zcos (z) —sin (2
MO T poy - 2B 2R e oy

Analicemos ahora la funcién auxiliar g(z) = z cos (z) — sin (z). Notemos que:
g (z) = —zsin(2) < 0,Vz € (0,7/2)

Por tanto,
flx) = fy)
=<0 — f(z) < f(y)
T —y
y la funcién es decreciente. Si tomamos los u, v pedidos tendremos que:

sin (u) u _ sin(u)

Fv) < flu) - 20

v u v sin(v)

que es lo que se pedia demostrar.

b) El Teorema del Valor Intermedio garantiza la existencia de un punto? ¢ donde f(¢) = ¢. Si
existiese un segundo punto 6 con f(f) = 6 tendriamos, por el T.V.M:

f0)—f(¢) 0-9¢

=6  G—¢ |

f'W) =

para algun 1) € (0, ¢), lo cual es una contradiccion.

4 Propiedad denominada como Teorema del punto fijo.
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c¢) La definicién de derivada nos dice que:
Ty T —1y

Asi, utilizando la desigualdad del enunciado,

Ty T —y =y r—vY
U@ W el
=y fe—yl T esy -y
= lil)nc\x—yrx_l =0

El limite anterior es cero pues aw — 1 > 0. Por lo tanto, | f'(y)| < 0 lo que implica que f'(y) =0
para todo y € [a, b] siy solo si f es constante en [a, b].

(6) Dada la funcién h(z) (4 — 32?)(a? — ax — 1) donde a es una constante positiva, demuestre que

Ca
3
h(z) tiene un maximo y un minimo, y que la diferencia entre ellos es 9 a+ — | . (Para qué valor
a
de a es minima esta diferencia?

Solucion:

Para analizar la existencia de maximos y minimos, debemos recurrir tanto a la primera como a la
segunda derivada de h. Asi:

R'(z) = =(—4a— 6za®+ 9ax® + 62)

QI

R'(z) = =(—6a®+ 18ax + 6)

Para hallar los valores extremos (si los hay) resolvemos:
1
W(z) =0 <= =(—4a—6za®+ 9az* +6z) =0
a
— <9ax2 — (6a% — 6)z — 4a) —0

_ 6a® — 6+ +/(6a> — 6)? + 144a?

9a

2a 2
< 1'1:? V Z'QZ—S—CL

— T

Para clasificar dichos punto, recurrimos al criterio de la segunda derivada:

6(a®+1
h'(z1) = 6la’+1) > 0 —> x; es un minimo
a
6(a® + 1
h" () _ S +D) < 0 —x9 es un MAximo
a
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Que es lo que se pedia probar. Ahora bien, la diferencia entre ambos valores sera:

o4 (- 2) -3~ (-5) (5

Reduciendo términos semejantes,
4 1\°
D=—-la+ -
9 (a a)

Para minimizar la distancia, derivamos con respecto a a:

aD_a( 1V
da 3 “ a a?

Asi,
dD .
— =0 < a=41 V a=+i
da
Como a debe ser positivo, el valor que minimiza la distancia es a = 1. |

Calcular aproximadamente +/304.

Solucion:

Sea f(x) = y/x. Para aplicar el teorema del valor medio busquemos una raiz exacta menor y mas
cercana a 304. Sean a = 289 y b = 304, entonces tenemos:

o J(b) = f(a) 1 V304—-17
W T

para algtn xy € (289,304). Como la funcién f(x) es estrictamente creciente (probar), se tiene que:

17 < /2o < V304

acotando tenemos,

17 < /xp < V304 < V324 =18

Luego,
15 15
7 4—1 v
2-18< 30 7<2-17
Asi,
17,416 < v304 — 17 < 17,441
Lo que es una aproximacion bastante razonable, si no se tiene calculadora. |
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(8) a) Usando la funcién auxiliar

pruebe que si f y g son continuas en |a,b] y derivables en (a,b) y f' y ¢ no se anulan si-
multdneamente, entonces existe c tal que’

F0) ~ fla) _ F'(0)
g(0) —g(a) ~ ¢0)

b) Utilizando el resultado anterior, pruebe que

e >1+(1+2)In(l+z) parax >0

Solucion:

a) Sea H(z) una funcién definida como sigue:

Notemos que H () es una funcién continua en [a, b], y derivable en (a, b) al ser una combinacién
de funciones de igual clase. Ademas, se cumple que:

H(a) =0 = H(b)

Por el Teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b), tal que H'(c) = 0. Ast:

Reemplazando = = ¢,

Si g(b) — g(a) y ¢'(c) son distintos de 0, la expresién anterior puede ser escrita como:

)~ fl@) _ £
90 —gl@) (0

5A este resultado se le conoce como el Teorema del valor medio generalizado de Cauchy.
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b) Sean f(x) =€y g(xr) =14 (1+2z)In (1 + z). Entonces, si aplicamos el T.V.M. Generalizado
al intervalo [0, z], con > 0 tenemos:

o) f0)_fw) -1
\g(x) —g(0) gx)—1 In(l+e¢)+1

J/

,c>0

@
Ahora, aplicamos nuevamente el T.V.M Generalizado a las funciones h(zx) = e” k(x) =
In(z + 1)+ 1 en el mismo intervalo anterior:
h(z) —h(0) h(z)—1 e
= = = e 1 > 1
Ro) —F0) ka1 L _Cura)zla>0

14+«

Ch(z)—1>k(z)—1=¢€¢">In(z+1)+1, Vo >0

Por tanto, reemplazando el resultado anterior en (i), tenemos:

G e’ z)In x
g0 —g0) _gm -1t e zitlrnhl+

3.5. Maximos y minimos, grafico de funciones y otros

(1) a) Sea v la velocidad de la luz en el aire y v la velocidad de la luz en el agua. De acuerdo con el
Principio de Fermat, un rayo de luz viajara desde un punto en el aire a otro punto en el agua
por el camino que minimize el tiempo de viaje. Demuestre que:

sin 91 U1

sin 92 V2

donde 6, (4ngulo de incidencia) y 6, (4ngulo de refraccién) son conocidos. Esta ecuacién es
conocida como la Ley de Snell.

b) ;Doénde deberia estar ubicado el punto P sobre el segmento de linea AB para maximizar el
angulo 67



Solucion:

a) El tiempo total es:

T(I) = TA—)C(x) + TC_>B(£L’)

X
/a2 T 12 B2 + (d — x)2 0,|°
T(x) = a+x+ + ( x),0<x<d \\L

Ul U2 | d |

x d—x
oV + 2 P+ (d—2)? wn U2

El minimo ocurre cuando 7"(x) = 0 (notar que 7" (z) > 0). Finalmente,

sinf;  sinfy

T'(x)

T(2)=0 — sin 6, _ sin 0,
(%1 (%)

b) De la figura, tana = g y tanf = ﬁ Dado que
a+ [+ 60 = m, se cumple que:

(2) - (552)
f =7 —arctan | — | — arctan
T 33—z 5
x (rﬁﬁ F—x

df @25 (3-2)® 2 A r g
B-22+2 (3—ax)?

[

Asi,

@:xz—l—%'x?

Notemos que

o 5 2

— g 2—1 = == :|:2
- 0:>3:2+25 (3_x>2+2:>:c 0z +5=0 = z=5+2V5

Descartamos la raiz positiva, puesto que < 3. Ahora, ' > 0 para r < 3 — 2v5 v ' < 0 para
x> 3 —2v/5. Con ello, el angulo en cuestion se maximiza cuando AP =x =5 — 2v/5 ~ 0.53.

(2) Considere la siguiente situacién:
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Un hombre lanza su barco desde un punto en la ori-

lla de un rio recto, de 3 [km] de ancho, y quiere [ 3 ki —
llegar a otro punto a 8 [km] rio abajo en la orilla P .
opuesta. Dicha persona puede remar en su barca di-

rectamente al punto B, remar hasta C' y luego correr \

hasta B o realizar una mezcla de ambas posibilida-
des (remar hasta D y luego correr hasta B). Si el S
hombre rema a 6 [km/h] y corre a 8 [km/h|, ;dénde
debe desembarcar para realizar el trayecto lo mas
rapidamente posible? Suponga que la velocidad del
agua es insignificante.

Solucion:

Sea x la distancia entre C'y D. Por tanto, la distancia a recorrer a pie es de P = 8 —z y la distancia
a recorrer en bote, por Teorema de Pitdgoras es de B = /x2 + 9.
El tiempo que le toma realizar el viaje puede escribirse como sigue:

ttotal(x) = t(l’) = tB(x) + tp(!lﬁ')

Asi, utilizando la féormula clasica t = % y reemplazando tanto las distancias como las velocidades
en cada uno de los tramos, tenemos que:

2 _
Hz) = x6+9+88x ,z € [0,8]
T 1
= (7)) = —e — =
(z) 6vz2+9 8

No existe x € R tal que la derivada no exista. Asi, nuestros puntos criticos son los extremos del
intervalo y donde se anule la derivada. Calculemos éste tltimo:

T 1
t(z)=0 ——=0¢+— 42 =3vVx2+9
(@) 6vr:+9 8
s 162% = 9(2* +9) +— 72? =81
— x:i

VT

Para encontrar el minimo en la funcién tiempo, debemos reemplazar los puntos criticos en dicha
funcién:
9 V73

t0)=15 ¢ (W) =1+ g ~ 133 1(8) = Tom 142

Por tanto, el hombre deberia remar ~ 3.4 [km] rio abajo y lugo correr hasta su objetivo. W

e

(3) Encuentre el punto en la pardbola y* = 22 que es méas cercano al punto (1,4).
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74

g2
.0, 4) R
1__// 7)
3 4 a3

Solucion:

La distancia entre el punto (1,4) y (z,y) es:
dw,y) = V(@ = 1)+ (y — 4)?

Pero el punto (z,y) pertenece a la parabola, luego:

d<y>=\/(%2—1)2+<y—4>2

Dado que las distancias son positivas, minimizaremos la funcién d(y)?. Asf,
Ay’ =fly)= (-1 +y-4* — fy) =y’ -8

Por tanto, f’(2) = 0. Notemos que f’ es negativa si y < 2 y positiva si y > 2. Entonces, la funcién
tiene un unico punto critico en todo R, lo que es consistente con la geometria del problema. Asi, el

punto tiene coordenadas x = y—; =2, y=2.

Finalmente, el punto més cercano a (1,4) en la pardbola descrita es (2, 2). |
2(x —2
Dada la funcién f(x) = (72) Determine:
x
a) Dominio y raices. e) Intervalos de concavidad.
b) Méximos y minimos.
) Y o f) Asintotas.
c¢) Intervalos de crecimiento.
d) Puntos de inflexién. g) Esbozo de su grafico.

Solucion:
Tenemos: Dom (f) =R — {0}. f(z) =0 <— x = 2. Ahora,

22% —4x(x —2)  8r — 222
f/(ZL') = 4 = 4
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—22% + 82 > 0
22 —4r <0
z € 10,4]

Asi, >0

[11

<0 <— ze€R-][0,4]

=0 +— x2=0,z=4

Entonces,

» f es creciente en el intervalo ]0, 4.
» f es decreciente en los intervalos | — 0o, 0] y |4, ool.
= f tiene puntos criticos en x =0y x = 4.

Por otra parte,

(8 — dx)at — 403(8x — 20%)  4ad — 24a 4z — 24

fi(z) = 8 = 8 4
Asi, f">0 +— 4r-24>0
— —6>0
+—— >6

f7<0 «— x<6

f"=0 +— =6

Entonces,

» f es céncava hacia arriba en el intervalo |6, col.
» f es céncava hacia abajo en el intervalo | — oo, 6].

= f tiene un punto de inflexiéon en = = 6.

Ahora, las asintotas:
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VERTICALES
) o 2x—2)
Jim, f(w) = lim, ﬁ =
, o 2 —=2)
A @) = lim = = oo

Asi,

HORIZONTALES U OBLICUAS

my = hfm@: hme;Q):O
r—o00 I T—00 x

ny = lim f(x) —myz =0
T—00

my = lim m: lim 2(3:;2) =0
T——00 I T——00 €T

ny = xl_l;r_noof(x) —max =0

= y = ( es asintota a la funcién hacia 4o0.

» £ = 0 es asintota a la funcién hacia 0.

Agrupando la informacién obtenida, podemos concluir que:

» Como f'(4) =0y f”(4) > 0, entonces f tiene un méximo global en z = 4.

= f no tiene minimos locales ni globales.

Finalmente,
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(5) Mismos elementos que la pregunta anterior, pero para f(r) = v/x3 — 3z + 2 Solucidén:
Tenemos: Dom (f) =R. f(z) =0 +— (x—1)(z+2)=0 +— z =1, v = —2. Ahora,
322 —3 r+1

) = 2l Gl o)

Asi, >0 «— zeR—[-1,1]

<0 +— ze]—-1,1]

Entonces,

—2 —1 1
o+ 3 + 0 -3 +
Por otra parte,
-2
f(@) =

Asi,

Ahora, las asintotas: HORIZONTALES U OBLICUAS
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f(:l?) mo = lim —f(ilt) =1
my = Iim —= =1 roTee X
T—00 €T

ny = lim f(x) —mpz =0

T—00

ny = lim f(z) —mex =0

T——00

Asi, y = z es asintota a la funcién hacia +0o. Agrupando la informacién obtenida, podemos concluir
que:

= f tiene un maximo local en x = —1 y un minimo local en z = 1.
= f no tiene minimos ni maximos globales.

= f tiene un punto de inflexién en x = —2.

Finalmente,

|
(6) La funcién f(z) estd definida a tramos en [—10,10] y es continua en ese intervalo. A continuacién

se presenta el grafico de la funcién derivada de f(x), y = f'(z). Utilice dicho grafico para indicar la
veracidad de cada una de las siguientes afirmaciones:
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a)
b)
c)
d)
e)

)

f

f"(—5) no existe.

En —7 hay un minimo local de f(x).

En 7 hay un méximo local de f(x).
f(z) tiene dos puntos de inflexién en el intervalo [—10, 10].
f(z) es decreciente en el intervalo |1, 10].

En —5 hay tanto un minimo como un punto de inflexién de f(x).

Solucion:

a)
b)

La afirmacién es VERDADERA, pues como f'(x) es discontinua en x = —5, entonces no existe
su derivada en ese punto.

La afirmacién es FALSA, pues en el intervalo | — 9, —5[ la funcién derivada es negativa, por
tanto, f(x) es decreciente en ese intervalo y como no hay cambio de crecimiento, no hay ni un
maximo ni un minimo en ese intervalo.

La afirmacién es VERDADERA, pues f'(z) > 0sil < x <7y f'(z) < 0 cuando = > 7.
Entonces f(x) pasa de ser creciente a ser decreciente en x = 7.

La afirmacion es VERDADERA, pues f(z) tiene un punto de inflexién cuando cambia su con-
cavidad, es decir, cuando f”(x) cambia de signo. Pero esto significa que f’(x) tiene un cambio
en su crecimiento. Al observar el grafico, es claro que los tinicos cambios en el crecimiento de
la derivada se producen en —7 y en —5. Luego, los tinicos puntos de inflexién de f(z) ocurren
enr=—-7yx=—5.
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e) La afirmacién es FALSA, pues f'(z) > 0 cuando 1 < x < 7, entonces f(x) es creciente en |1, 7].

f) La afirmacién es VERDADERA. En —5 hay un minimo de f(z) pues la derivada pasa de ser
negativa a positiva y, por tanto, f(z) pasa de ser decreciente a ser creciente. Ademads, en —5
hay un punto de inflexién de f(z) porque la derivada pasa de ser creciente a ser decreciente,
es decir, f”(x) pasa de ser positiva a ser negativa en —5 y esto significa que f(x) pasa de ser
coéncava hacia arriba a ser céncava hacia abajo.

a) Una habitacién tiene forma de paralelepipedo recto de base cuadrada de 6 metros por 6 metros
por 3 metros de altura. En un vértice superior de la habitacion se encuentra una pequena arana
que desea llegar al vértice opuesto para atrapar a su presa. Si la arafia solo puede desplazarse
por las caras de la habitacién, ;Cuédl es la trayectoria mas corta?

b) Un globo esférico se infla a una tasa de 20 cm?3/seg. Determine la tasa de cambio de la superficie

del globo cuando el volumen es de 367 cm?3.

Solucion:

a) Sea s el camino recorrido por la arana y x el segmento indicado por la figura, luego:

= /62 + 24 V32122 x€0,6]

Tenemos que,
z—06 x

_'_
36+ (6 —x)2 V94 a2

Para determinar los puntos criticos, s'(x) = 0, resolvemos:

s'(x) =

> —120+36 2°
36+ (6—1x)2 9+a?

y con ello x = 2.
Si calculamos la segunda derivada,

— _ (6==x)*
/36 + (6 — )2 \/m 0 _— 22 —

36+ (6 —x)? 9+ a2

8//(.]:)
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y evaluamos en z = 2 tendremos que:

s"(2) = %\/5_2+ %\/ﬁ >0 = z =2 es un minimo local

Para determinar el minimo absoluto comparamos s(0), s(2), s(6) a través del estudio de:

s(0) — s(0)? =81 +36v2
s(0) — s(2)? =117
s(6) — s(6)2=81+36V5

y por tanto el camino mas corto se consigue con x = 2.

b) Sea V(t) el volumen del globo en el instante ¢ y sea S(t) la superficie del globo en el mismo

instante. Entonces, sabemos que Cil—‘t/ = 20 y debemos calcular %}V:%W. Para ello, notemos
que:
4 3
V(t) = g?‘(‘?“(t)
S(t) = 4mr(t)?
. . S(t)
donde r(t) es el radio del globo en el instante t. Luego, r(t) = . ¥ con ello
T

1
N
Derivando esta relacion con respecto al tiempo, obtenemos que:

av 1 12 dS
dt 47 S(t) dt

V(t) S(t)*?

Ahora, en el instante en que V' = 367, tendremos que S = 367 también. Luego,

av 1 as
- = 67 —
dt |y s6r AT dt |y _s6r
De donde,
5 _ 10 em?/se
dt V=36m a 3 g

(8) Anexo: Existencia de una funcién continua pero no diferenciable en punto alguno.

Antes que todo, necesitamos enunciar el siguiente lema:
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Lema: Sea f una funcion real acotada en R. Si
fle) = f(=@)
r—c
es no acotada, entonces f'(c) no existe.
Dem: Sea |f(z)| < M para todo z. Supongamos que f'(c¢) existe. Entonces, existe un 6 > 0 tal que

‘f(x)—f(C)

Tr —cC

<1

— f'(c)

para 0 < |z — ¢| < 0, entonces

'w <[f'(c))+1 para0<|z—c|<§

2M
< 5 para |z —c| > 0

Tr—cC

'f(x)—f((f)

Las dos tultimas desigualdades contradicen el caracter no acotado de

fz) = f(c)

Tr —cC

Consideremos la funcién g en R definida como
g9(x) = |z| para |z] <2
g(z+4n) = g(xr) paran=+1,42 ...
que cumple las siguientes propiedades:

a) g es continua.
b) 0 < g(z) <2 para todo z.
c) Para todo z,y

‘g(x) —g(y)‘ <1
r—y
d) Dado ¢, existe un z, tal que
rmd=t y [102g)
C— Xp

Estas propiedades son facilmente verificables, tarea que se deja propuesta al lector. Siguiendo con
la construccién, cuando n = 0,1, 2,..., definimos las funciones g, como

gn(x) = a"g(b"x)

donde a, b son constantes positivas. Entonces,
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i. g, es continua.
ii. 0 < g,(z) < 2a™ para todo x.

iii. Para todo z,y
rT—=y

‘ < a"b"

iv. Dado ¢, existe z,, tal que

n\C) — gn\Tn
2y — | = b 9n(€) = gn(@n) | _ npn
c— Ty
Si0 < a<1,lafuncién hg(zx g gr(z) es continua en todas partes. Ahora, es posible probar

(pero en este caso asumiremos que es cierto) que la suma infinita de los g, es convergente y con

ello .
= Z gn (I)
n=0

es continua en R. Tomando ab > 1 tenemos que:

f(c) Tn)| gr(c) — gr(wn)
HOT] < [T
n—1 0o
gn(x) — 9k(c) — gi(wn)
>
=0 k=n+1
n—1 e ) 2@
> - Sat o
k=0 k=n+1

a*b” —1 2 gnt!

— " — _

ab—1 1—a
1 2a
> (1- — "o
( ab—1 1-— a) ¢
Si elegimos a suficientemente pequeno, y b muy grande tales que
1 2a
1- — >0
ab—1 1—a
entonces el lema indica que f’(¢) no existe, pues la expresién anterior es no acotada. Por ejemplo,
tomando a = 1/5 y b = 20, la funcién

o

M) = 3 20(20")

n=0

es continua en todo R, pero diferenciable en punto alguno.

Para un tratamiento mas formal, se sugiere revisar el capitulo 4 sobre Convergencia Uniforme del
texto:

BURKILL, J.C., A Second Course in Mathematical Analysis, Cambrigde University Press, 1970.
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4. Integral de Riemann

4.1. Propiedades de la integral

(1) Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y sean P, P* dos particiones de [a, b] tales que P C P*.
Demuestre que

s(f,P) < s(f,P7)
S(f,P) = S(f,P7)

y utilice ese resultado para probar que si P, Q son dos particiones de [a, b] entonces
s(f,P) <S(f,Q)
Solucion:

Bastara probarlo en el caso en que P* tiene un elemento mas que P; para los demdas casos es

suficiente iterar el razonamiento anadiendo en cada paso un punto nuevo hasta conseguir lo pedido.
Supongamos que P* = P U {c} con:

P={a=s<z11<29< " <Tp_1 <xp =b}
P={a=xg<x1 <3< - <1 <c<Tp < Tp_1 <z, =D>}
Sean m; los infimos correspondientes a la particion P y sean
ap =inf {f(x):x € [rgp_1,c]}

oy = inf {f(2) : 2 € [e, ]}

/ /

/ /

/ | B /

my 127}

|

X1 c Xk

Entonces, my < ay, my < ay. Por tanto,

s(,P7) =s(f,P) = [aale—mpa) + oz — )] = [mx(ar — 25-1)]

= > [my(c— zp—1) + mi(ar — c)] = [mu(xr — 2p—1)] =0

= s(f,P) < s(f,P")
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Anélogamente, sean M; los supremos correspondientes a P y sean
fr=sup{f(z):x € [wg1,c}
fo =sup{f(z):x € [c,xi]}
Entonces, M, < p1, My, < By y con ello S(f,P*) = S(f,P) = [b1(c—x_1) + B2z — )] — [My(x) —

Tr—1)] <0
= S(f, P*) < S(f,P)

Ahora, sean P, Q particiones de [a, b]. Entonces

s(f,P) <s(f,PUQ)<S(f,PUQ)<5(f,Q)

Calcule la integral superior e inferior de la funcién f : [0,2] — R definida como:

;

2 ,zel0,1]

flx)=<1 |,z e (1,2] irracional

0 , x € (1,2] racional

\

Solucion:

Recordemos que el valor de una integral no se ve afectada por la presencia de un punto adicional.
Las integrales en cuestion se definen como sigue:

/bf(:c)da: =mf {S(f, P): P particién de [a, b]}

/bf(x)dx =sup{s(f, P) : P particién de [a, b]}

Asi, sea

P={0=zp<x1 <9< <Tp1 <Tp=1<mpyq- < Tp_q <z, =2}

Sean M; los supremos correspondientes a la particién P y éstos valen:

A
1 ,sii>k
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Asi,

S(f,P) = ZMi(%—Ii—ﬁ

= ZMZ(x, — 1)+ Z M;(x
=1 i=k+1
k n

= 2-1+1-1=3

Por otra parte, m; los infimos correspondientes a la particion P y

2 ,sit <k
m; = ..
0 ,sii>k

y con ello,

= z:mz(g:Z —xi1) + Z mi(r; — ;1)

1=1 1=k+1
= 22 '—[L’Zl ZO
i=k+1

= 2-1+0-1:2

Como la particién P es arbitraria, tenemos que:

372'—1)

b
(3) Sea f : [a,b] — R continua, idénticamente no nula y no negativa. Demuestre que / f(z)dx >0

Solucion:

Tenemos que f(z) < 0, por tanto / f(x)dz <0 ya que inf {f(z) : x € [a,b]} < 0. Notemos que la

funcién f es continua y no idénticamente nula, i.e. 3¢ € (a, b) tal que f(c) > 0.

— 067 —



Como f es continua,
Ve>03dd>0tal que z € (c—d,c+0) = f(x) € (f(c) —¢€, f(c) +¢€)

! (20) . Notemos que:

En particular, sea € =

/:f@)dx :/ fla dx+/ f(2)da + +6f()

> o+/ f(x d:)s+0—/:+ F(z)dz

-6

Recordemos que si ¥ € (¢ — d,c+ §) entonces f(x) > f(c) — € = 5. Por tanto,

mf{f(x):x€(c—6c+0)} > @ > 0
Asi, 5
c+
/ f(a:)d:z225-@:5-f(c)>0
c—§
Finalmente,

(4) Pruebe las siguientes afirmaciones:

a) Sean f y g funciones integrables en [a, b] tales que f(z) < g(x), Va € [a, b]. Entonces,

/f d:c</ o(x)dz

b) Si f es integrable en [a, b], entonces |f| es integrable en [a,b] y

< [ V@las

b
f(z)dz

Solucion:

a) Si f < gentonces 0 < g — f, vy es claro entonces que s(g — f,P) > 0 para cualquier particién
P de [a,b]. Como ademés g — f es integrable, se deduce que:

ogs(g—fﬂ’)S/Gb(g_f):/abg_/abf
/abfs/abg
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b) Como f es integrable, es acotada. Luego, | f| también es acotada. Sean M;, m; los supremos e
infimos de una particién P arbitraria. Asi,

n

S(f,P) —S(f,P) = Z(Mz _mz)sz

S(FLP) =s(fLP) = D (M; —m;)Ax;

1=1

Como sup (A) —inf (A) = sup {|x — y| : =,y € A} entonces

Mi—mi = sup{|f(t) = f(s)| : £, € [wiy, 2:l}

M; —m; = sup{[|[f()] = 1f(s)l : t,s € [wir, 2]}

Por desigualdad triangular reversa, || f(t)|—|f(s)|| < |f(t)— f(s)|. Entonces M; —m; < M;—m,;
y con ello S(|f],P) — s(|f],P) < S(f,P) — s(f,P). Por tanto, como f es integrable resulta
que | f| también lo es.

Ahora, como f < |f| vy —f < |f| podemos utilizar la propiedad antes demostrada para concluir

que/abfé/abmy/ab(—f)z—/abfé/ab\fl-Luego,
/abf :méx{/abf,—/abf}ﬁfab|f|

(5) a) Sea f una funcién acotada e integrable en [a, b]. Demuestre que g(z) = / f(t) dt es continua
en [a, b|. ’

b) Encuentre una funcién f acotada e integrable en [a, b] con a < 1 < b tal que g(z) = / f(t) dt

no posee derivada en x = 1- Justifique su respuesta.

Solucion:

a) Sea xg € [a,b] arbitrario. Entonces,
sw) = [ fOdt= [ s are [ sy ie=g@+ [ £ di

Como f es acotada en |a, b], existe un real M tal que —M < f(z) < M para todo = € [a,b].
Por tanto,

_/:Mdt:_M(x—xO)g/:f(t)dtg/:Mdt:M(x—xo)
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xT

Vemos que lim f(t) dt existe y es igual a 0; por lo tanto, lim g(x) = g(z¢) + 0 = g(zo) vy

T—rT0 zo T—rT0
por tanto es continua.

b) Basta considerar alguna funcién integrable que tenga una discontinuidad esencial en z = 1.
Por ejemplo,

f(z) =
1 si 1<xz<b
Entonces,
0 si a<xr<l1
g(z) =
r—1 si 1<z<bd
Se cumple que
1 _
g —g()
h—0—
lim g(1+h)—g(1) _ (I1+h—-1)-0 _q
h—0t h h

y por tanto g no es derivable en x = 1.

4.2. Sumas de Riemann

(1) Demuestre que, si f(x) es una funcién Riemann-Integrable en [a, b], entonces:

b n
/a f(:)ﬁ)dx:nli_)r&b;a;f <a+7(b —na)k:)

y de aqui deduzca que:

! .1 k
[ s =i 15 (1)

Solucion:

Recordemos la definicién dada por Riemann para su integral: Una funcion f acotada definida en
un intervalo [a,b] se dice que es Riemann integrable en [a,b] si existe un nimero I en los reales tal
que, para todo nimero real positivo € existe una § positiva tal que si P es una particion de |a,b] con
Pl <&y S(P, [f) es cualquier suma de Riemann entonces |S(P, f) — I| < e.

Entonces, sea f una funcion que cumple con las caracteristicas anteriores:
b n
/ f(x)dx = lim E f(ex)Axy
n—oo
a k=1
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Asi, sea P una particién de [a, b] definida de la siguiente manera:
Q=T < T <Xy <T3< < Tp1 <Tp=2>0
Tp—1 < cp S g,

Dado que la funcion es integrable para cualquier suma de Riemann, tomaremos una particion de n
subintervalos de la misma longitud:

b—a

ALL’k =Ax =
n

Elegiremos ¢, como el punto terminal derecho de cada subintervalos. Asi:

ck:a+k(A:ﬁ):a+M

Dado que la funcién es integrable, es claro que:

IS(P,f)—1I|<e = <€

a f<a+(b—a)k) b—a
1 n n

Con ello, llevando refinando nuestra particién P aumentando el nimero de subintervalos:

b —a " —a
[ =t 2205 (o £5E)

Ahora bien, aplicando el resultado anterior tenemos que:

! ol k
[ evie =t 505 ()

1

Halle la integral definida / 2xdx

-2

Solucion:

Para realizar este problema, utilizaremos el resultado de la parte anterior. Asi, definimos los ele-
mentos a utilizar:

b_
Arg—Ap=""0_3
n

n

M:_Q_F%
n n

cxk=a+k(Az) =a+
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De este modo, la integral definida queda como sigue:

! L b—a (b—a)k
/_Qxd:c = nh—{l;loTZf<a+ - )

2 k=1
3 — 3k
= lim =) 2(—-2+=
i 232 (24 )
6 — 3k
= lim — 24+ =
i oS (24 %)
n—oo 1 n 2
) 9
= lim —124+9+ —
n—oo n
= -3

2m
(3) Utilizando sumas de Riemann, determine / sin (x)dx
0

Solucion:

2 27k
Tenemos a =0, b =27, Ax = il y finalmente ¢ = 0 + il Asi,
n

n
2m 2 2rk
1 g l/ JR— 1 JE——
/0 sin (z)dx Jim — E sm( - )

, 7 “ . 2wk . 27
= lim ———— 2sin | — | sin [ —
n—o0 nsin (22) n n

2 sin (x) sin (y)=cos (x—y)—cos (x+y)

- 2 2
= lim % cos <—7T(k: - 1)) — cos <—7T
1

n—o0 nsin (22) P n n

N

~~

(@)

Trabajemos un poco més sobre (7). Estamos bastante cerca de obtener dos sumas telescépicas que
nos permitan resolver la sumatoria. Para ello, sumamos cos (%”k) — coS (27” k:) = 0. Asi,

i) = > eos (2%(/@ _ 1)) ~ cos (%(m 1))

_ icos (2%(/% - 1)) — cos (%ﬂk) + cos (%ﬂk‘) — cos (2%(/’{? +1)

= cos (0) — cos (27) + cos (2—7T> — o8 <M)

n n

~ cos <2_7T) = cos <M)
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Retomemos la integral,

2
2 2 1
/ sin (z)de = lim %cos (—W) — cos (M)
0 n—o0 psin (27) n n
1

cos (%’T) — oS (zw(:‘fl))
= W-(lim—)~ lim —
)

n—oo N,

= 7:0-0=0

(4) Calcule los siguientes limites:

, T l , <27r) , (4%) , (8%) , (2(71— 1)7?)]
a) lim — |sin | — ) +sin{ — ) +sin{ — | +---+sin | ————
n—oo 1 n n n n

n n

b) 1 e
)nirgon2+1+n2+4+ +n2+n2
Jim sy Loy ]
C lm_ _— o . e —
n—oomn  n+1 n+2 n+(n-—1)
b1 b
HINT:/a 1+xdx:1n(1+b)—ln(1+a)y/a 1+x2dx:arctan(b)—arctan(a)

Solucion:

a) Existen varias maneras de realizar el limite anterior, pero dado que conocemos la integral de
Riemann, intentaremos utilizar dicha herramienta para realizar el célculo. La idea es formar
una suma de Riemann y, dado que existe un paso al limite, transformarla en una integral facil
de calcular.

Notemos que:

S(n) = sin <2_7T) + sin <4—7T) + sin (61) + ... +sin <M)
n n n n
2(n n
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Con ello,

7r T 2k
lm — S(n) = lim — in [ —
i 75 = Jim 73 2n (%7F)

1 2T 2rk

- pim 53 (5F)

k=1

1 2m

= 5/0 sin (x)dz

= 0

b) Similar al ejercicio anterior.
n n n = n
S(n) = e =
W=t e T T e n? + k2

k=1

Pero, si dividimos, tanto numerador como denominador, por n? tendremos:

N T T P T

Ahora, lo anterior es muy parecido a una suma de Riemann, haciendo b —a =1y ¢, = %
Para que ambos resultados sean consistentes, a =0y b = 1. Asi,

, I R 1
M S(n) = JLIEOE;H(%)?

1
= i A

1
1
= / dx
0 1+$2

= arctan (1) — arctan (0) = %
c) Sea
11 1 1 noq L
S(n) = — T R B 1
" RS R +n+(n—1) §n+k ntn n
Notemos que:
O S
- T
k:1n+k k:11+ﬁn
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Igual que en el caso anterior, sib—a =1y ¢ = k/n entonces a =0y b = 1. Asi,

lim S(n) = !

1 1
n—)oo n—>00 n 2n
1
1
= / dx
o 1+

= In(l1+1)—In(1+0)=1n(2)

(5) Acote las siguientes integrales segin se indica:

3
d
a) 1.15§/ <125
1 VH+4dr — 22
7

1
) 0.7</5 V9 — 5 cos () =

Solucion:

a) En estos ejercicios la idea es tomar una expresion inicial que esté acotada y luego comenzar a
trabajar la desigualdad hasta llegar a lo pedido en el enunciado. Notemos que:

5+4r — 2 =9 — (v —2)°

Haciendo uso de las técnicas del capitulo anterior, podemos determinar que Vz € [1, 3] se tiene

que:
8<9—(x—2)?%<9 /{*f
f§\4/9—(:c—2)2§f/
3
i< [ [Ow
9" V99— (z—2)? 8 1
3 3 3
%dmﬁ/ dr /%dx
1 V9 L VO9—(@—22" /i VB
Finalmente,



/31d 2~ 1189
—=dr = =~ L.
1 V8 W8

Asi,
3
d
115§/ 2 <1
1 Vb +4x — a2

b) Haciendo uso de las técnicas del capitulo anterior, podemos determinar que Va € [5, 7] se tiene

que:
4<9—5cos(r) <8 /\/6
2< —5cos <f /
1 1 1
1. <1 /() da
8 9—>5cos(x) 2 5
2 ! 1
ey c
8 5 /9 — b5cos(z)
Pero % = 0.7071 > 0.7. Asf,

F R

! 1
O.7</ <1
5 /9 —bHcos(x)

(6) Sea A%(f) el valor medio de una funcién f en [a,b], definido por:

Demuestre que si a < ¢ < b, entonces existe un numero t, 0 < t < 1, tal que

Aa(f) =t AL(f) + (1= 1) - Al(f)

Ademas demuestre que

Ao(f+9) =AU+ Aulg) yaue Ab(k-f)=k-Af)
Solucion:

Primero que todo, notemos que / f(z)dx = (b—a)A%(f). Por otra parte, para a < ¢ < b se cumple

/f iz = [ fa d:c+/f
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Por el Teorema del valor medio para integrales, se cumple que:

/U@Mwwuwmxﬂ yt/ﬂ@m=w—@£u>
Por tanto, .
/f@MwZw—MA%ﬂZ@—aMﬂﬂ+w—@AKﬂ

— A = S+ Ak

Como a < ¢ < besclaro que 0 < ¢ —a < b — a. Por tanto, 0 < &% < 1. Entonces, nombrando
q ) b—a )

t:%esevidentequel—t:b_—“—ﬂ

_ b—c
e — e = 73— Por tanto,

Ag(f)y =t A(f)+ (1 —1)- A(f), 0<t <1

Ahora, se hace evidente que:

(%m%6+mzt/f~w m—/f ma/<m

Alf+9) = b—a/f dx+— g(x)dx

LA +g) = AU+ Adlg)

@—@Aﬂhf)=:/whfwwx=k¥/#wwx
ALk f) = K /f

b—a

Ak f) = k- AN(F

(7) [Propuesto] Calcule el siguiente limite, identificindolo como una suma de Riemann.

= [2k—1
E&Z; e

Solucion:

Trabajemos un poco sobre la suma:

z": k=1 1 Jk+(k—1) 1L 5 k+(k—1)
p n? _nk n n 2n

,_.

B
Il

—
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que corresponde a la suma de Riemann de f(x) = v/2z en el intervalo [0, 1] considerando la particién
regular
2 3 -1
P:{O 7_7_7"'7(n )71}
n’'n n

+ (k-1 , . . - .
( del k—ésimo subintervalo. Como la funcién es continua,
n

" 2k —1 1 2/2
R RY kg :/ Vg do = 22
n—>ook:1 n 0 3

1
n
y evaluando en el punto medio )

calculamos directamente:

4.3. Teorema Fundamental del Calculo

(1) Utilizando el Teorema Fundamental del Célculo, determine:

2

a) / (2% — 3)dx
1
4

) [ v
1
%

c) / sec? (z)dx
0

2m
d) / |1+ 2cos (z)|dx
0

e) El drea de la regién delimitada por la grafica de y = 22% — 3z + 2, el eje x y las rectas verticales

r=0yx=2.

Solucion:

a)
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d) Notemos que:

1+2cosx T € [O
|14 2cosz| = —1—2cosz € (&,4)
R

1+ 2cosx :EG[

Asi,

2m
P :/ |1+ 2cos (z)|dx
0

2m 4n

2m 2m
= /3 (1+2(zos:c)d:c+/3 (—1—2cosx)dx+/ (14 2cosx)dx
0 27

3 3

= [z +2sinz]l™? 4 [—2 — 2sinx];7r§§ + [z + 2smx]47r/3

= (2%+\/§)+<—2§+2\/§)+(?+\/§)

2
= §+4\/§

e) Dado que y > 0, podemos interpretar a la integral de Riemann como el drea bajo la curva.
Asi,

Area = / (2x2—3x+2)dx:{i—3i+2x] 0
0

3 2 .

(2) Demuestre que si la funcién h es continua y f, ¢ son derivables y si

9(x)

F(z) = /f . h(t) dt

entonces se tiene que F'(z) = h(g(x)) - ¢'(x) — h(f(x)) - f'(z). Utilice este hecho para resolver los
siguientes problemas:

2

a) Halle la derivada de F(z) = / (z — t)sin (t*)dt.
NG

vodt bt
b) Para x > 0, pruebe que F(x) = /1 o ﬁ g constante y determine su valor.
“1+sin (¢)

c) Dada la funcién f(x) =3+ P dt, determine un polinomio p(x) = az?® + bx + c tal

que p(0) = £(0), p(0) = £/(0), p"(0) = £(0).

) Si f es una funcién continua de periodo T, demuestre que para todo nimero real a se tiene

/f Pt — /T+af(t)dt
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Solucion:

Dado que la funcién h es continua entonces, por el Teorema Fundamental del Cdlculo, existe una
funcién H derivable tal que H' = h. Con ello,

g(x)
F(z) = /f — H(g(x)) - H(f(x))

(=)

Derivando la expresién anterior con respecto a x, dado que F' es diferenciable -porque h es continua-
al igual que H, tenemos:

F'(x) = H'(g(x)) - g'(w) = H'(f(2)) - f'(w)

Pero H'(u) = h(u), entonces:

a) Tenemos que:

2 2

F(z) :/ (x —t)sin (t*)d / xsin (%) dt—/ tsin (t%)dt
Fie) Fa(e)
Ahora,
1 o
F'(x) = z- (sin ()22 — sin (x)—) +/ sin (2)dt
2\/x N
1 :
Fy(x) = a?sin(2*)22 — /T sin (x)ﬁ = 22% sin (2*) — s1n2(:)5)
Asi,

F'(z) = FY/(z) — Fy(z)

b) Notemos que:

i/w a1
d T A
d /1 dt 1 1
de \Jo 1+ ) 14 (L)?a?  1+a?

Por tanto, F'(z) = 0. Ahora, F'(1) = 0 y con ello la constante es igual a 0.

8
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¢) Calculando,

B “ 1+ sin (¢)
, _ 14sin(2)
Fo) = e
Y _ 2cos(x) +cos(z)2® —2x — 2xsin (z)
() = (2+x2)2
p(z) = ar’+br+c
p(xr) = 2ax+0b
() = 2a
Asi,
f(0) =3 = c=p(0) L b=3
Le=3F0) =t=b=p/(0)  (0) = E=20—p(0)
Asi,

xz+T
d) Sea g(x) = / f(t)dt. Entonces,

g (@) =fle+T) - f(z)

=

Pero f es periddica, por tanto Vo € R se cumple que f(x +T) = f(x). Por tanto, ¢’(x) = 0.

Asi, g es una funcién constante y finalmente, evaluando en x =0y =z = a:

/0 ' F(t)dt = / o f(t)at

b b
(3) a) {Se puede afirmar que si existe / | f(x)|dz entonces también existe / f(x)dx? En caso afir-

mativo, demuestre. Si no, mencione un contraejemplo.

1 2n _:
b) Calcule lim — / S (@)
n—oo 2n Jo x+1

Solucion:

a) Sean las siguientes funciones:
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|f<x>|:{1 v € [a,8] racional

1 x € [a,b] irracional

flz) = {1 x € [a, b] racional

—1 =z € [a,b] irracional

Es evidente que |f| es integrable, puesto que es constante, pero f no lo es.

b) Para x € [0,2n] se cumple que:

-1 <s1n(x) < 1

—1 <si <1 =
< sin (z) < z+1~7 z+1 " x+1

2n
1
Como / = In (2n + 1) entonces:
o l+=x

m@nt1) _ L/Q" sin(m)d$< In (2n + 1)
— 2n

2n z+1 - 2n
In (2 1
Por el Teorema del Sandwich como lim iw = 0, entonces:
n—o00 n
1 2n
I _/ sin (x)d 0
n—oo 2n Jo x+1

(4) a) Utilizando los conceptos de la Integral de Riemann, demuestre que la longitud de una curva
regular y = f(x) en el intervalo [a, b] puede calcularse como sigue:

L(f,a,b) :/ V1T F(ada

b) Utilice el resultado anterior para comprobar que una semicircunferencia de radio 1 posee largo
7.  Podria calcular el largo de una semielipse de semiejes mayor y menor 2 y 1, respectivamente?

Solucion:

a) Tomemos una particién arbitraria del intervalo [a,b] de la forma P :a = 2o < 13 < --- <
Tn, = b. Miremos dos puntos de la curva, digamos x;, z;_;. Localmente, dado que la curva es
regular entonces posee una buena aproximacién lineal. De ésta forma, en el intervalo [z;_1, z;]
nuestra funcion se parece mucho a un segmento de recta de largo AL;:
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a Ti—1 Xj b

Analizando el intervalo [z;_1, z;] podemos establecer una relacién entre los segmentos:

AL;

Ay;

_______________________

Por el T.V.M. tenemos que:
fxi) — f(zi1)

Ty — Ti—1

= f'(=})

Por tanto, el largo del segmento puede calcularse como sigue:

AL; = /(Az;)2 + f'(x5)2(Ax;)2 = /1 + f/(x5)2(Az;)

Asi, el largo total de los segmentos de recta que aproximan a f corresponde a:
Ly = Y AL
i=1
= D V1+ (@) (Aw)
i=1
Refinando la particién, ||P|| — 0, notemos que la suma de Riemann converge al largo de la

curva:
b
L(f,a,b) :/ V 1+ f(z)de

que es lo que se queria probar.
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b) En el caso de una semicircunferencia, tenemos:

f(z) = V1—2a? x e [—1,1]

@ = =
L4 @) = ——

JVio®

Asi,
1

/_11 VI PP = | ——— 1_ -

dx = arcsin (1) — arcsin (—1) =«

[Anexo| Una férmula diferente

La definiciéon anterior para calcular el largo de un segmento requiere que la funcion radical
sea integrable. Ademas, debemos tener siempre en cuenta que utilizaremos la formula anterior
para calcular el largo de un segmento de una funcion de x o y por lo que surge la pregunta:
.como es posible calcular el largo de cualquier curva en el plano?

Una solucion a este problema es recurrir a la denominada Formula de Cauchy - Crofton: es
posible obtener el largo de una curva plana contando el nimero de intersecciones que posee la
curva con todas las rectas del plano.

Definiremos todas las rectas a utilizar por dos parametros: el angulo ¢ que forman con el eje
X y el coeficiente de corte = con el eje Y. Ademas, si definimos la funcién n(f, x) como el
nimero de intersecciones de una recta L con nuestra curva -, entonces:

Largo = L(v) = %/ / n(0, z)dxdo
0 —00

Para una demostracién acabada del teorema anterior se sugiere revisar:

= Do Carmo, Manfredo P., Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice Hall,
1976.

4.4. Funciones logaritmo y exponencial

2x -1
(1) Sea ¢(x) = 62 T Demuestre que ¢'(z) = 1 — ¢(z)?. Determine la ecuacién de la recta tangente
e €T

al grafico de ¢ que se paralela a la recta 3z — 4y — 12 = 0.

Solucion:
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Analicemos las siguientes igualdades:

, 2-e2(e*+1)—2-*(e* —1)  de*
v(z)" = (e2*+1)2 (e 4+ 1)2

s (e2m _1)2 B (e2x +1)2 _ (e2x _1)2 B 46232
L—y(2)” =1- (2% 4+1)2 - (22 41)2 - (e2* +1)2

Observe que la pendiente de la recta 3xr—4y—12 = 0 es %. Queremos hallar los puntos en el gréafico de
1 en donde la recta tangente tiene pendiente %, usando la identidad demostrada tomando y = ¥ (x)
obtenemos la siguiente condicion:

y:—zl—y2:>y2—1:():> y—1 y+1 =0
4 4 2 2

Siy=- = 1262:07_1
2 e+l
=  2e* -2 = ¥ 41
— 2e&* =3
— 2z = In(V3)

Por lo tanto en x = In (v/3) la recta tangente al gréfico de 1 es paralela a la recta

dr—4y—12=0

Gy L o L@l
2 2 e+l
— 22 = —e* ]
— 3 =1
— 2 = —In(V3)

Por lo tanto en = —In (v/3) la recta tangente al gréfico de 1 es paralela a la recta
dr—4y—12=0

(2) Calcule, utilizando el método de derivacién logaritmica®, las derivadas de las siguientes funciones:

0) f(r) ="
b) gl) =

6Recuerde que este método consiste en aplicar logaritmo a la igualdad y = f(z) y derivar hasta obtener % = ffl((;)) y
finalmente despejar f'(z)
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o= (125)

Solucion:

a) Notemos que:
In(f(z)) =In(z") = zln(2”) = 2°In (z)

Entonces derivando a ambos lados de la igualdad obtenemos que,

f/(llf)_ rin(xr $2l:l’ n(xr
o) = 2x1In (z) + " (2In(x) +1)

Por tanto,
F(@) = f(2) - 2(21n(2) + 1) = 27 (2(2In (2) + 1))

b) Igual que en el apartado anterior,

2)) =In (2 @) = sin® (z) In(z)

—_
=
—~
Se)
—~

= g(x) = 2¢in () cos (x) In (z) + sin? (z l
sin (z) cos (2) In () + sin? (z))(z*™* @)

(3) Demuestre que para todo nimero natural n se tiene
a) La sucesion a,, = (1+35+3+---+ =) —In(n) es convergente.

b) Demuestre que si lim a,, =, entonces 0 < y < 1.
n—oo

Solucion:
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a) Sea

1 1 1
ap = <1+§+§+-~-+5)—1n(n)

= Analicemos su crecimiento:

n—l—ll n 1
pi1 — Qp = (ZE+ln(n+1)>—< E—l—ln(n))

k=1
- _/ @ g
n—+1 n t
La justificacion es del tipo geométrica. La expresion racional es el area rectangular, mien-

tras que la integral en cuestion es el area sombreada bajo la hipérbola mayor, que incluye
al rectangulo.

8

n n+1

Maés analiticamente, podemos establecer el siguiente hecho: la funcién f(t) = % es decre-
ciente en el intervalo [n,n + 1]. Por tanto,

/”+ dt < (n+1—n) méx{f(t):t € [n,n+1]}

t
/n+1dt 1
- < P
n t n
1 /”+1dt 1 1 -1
— — < ——=—=<0
n+1 .t n+1l n nn+1)

Asi, la sucesion es decreciente.

= Como sabemos, la funcién f(t), por ser decreciente, cumple que:

odt 1
| et men
m—1 T m—1
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dado que el largo del intervalo es igual a 1. Ahora, notemos que:

Cht Lt ot o1t

por tanto, utilizando la desigualdad inicial,

dt o [Pdt "odt 1 1
()= [ —+ [ -+ + — <l4+-+- 4
1 n

t ), ¢ Lt 2 n—1
? dt S dt modt 1 1 1
nn)=[ —+ [ —+---+ —<1l4+=-+--+ + —
1 t 9 t n—1 t 2 n—1 n

~—
>0
TR (n) >0
Sy = —+--4+—=In(n
2 n
y es acotada. Otra forma de justificar lo anterior es la siguiente: Es facil probar que la

funcién g(z) = £ —In (Z1) es estrictamente creciente en [1,00) y, como g(1) > 0 entonces
xX x

es positiva en [1,00). En particular, In (”T“) < %, n € N Asi,

1 1 3 n+1
1+§+"'+ﬁ > ln(2)+ln<§>+...+ln( - )—ln(n+1)

1 1
a, > 11r1(n+1)—1n(n+1):111<njL ):ln(l—l——)
n n

Como dicho logaritmo natural es una funcién estrictamente creciente y, al acotar su domi-
nio a los naturales, tiene un minimo positivo entonces es claro que a,, > 0. Asi, la sucesién
es acotada inferiormente.

. monétona + acotada = convergente

b) Es evidente, como se aprecia en la figura, que la suma de los bloques rectangulares es menor
que la correspondiente area bajo la curva. Por consiguiente,
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De aqui,

Con ello podemos afirmar que: 0 < a, < 1. Por el Teorema del Sandwich, si lim a, =
n—oo

entonces:
0<y<1

4.5. Teoremas de integracién por partes y sustituciones

(1) a) Encuentre una funcién f y un a € (0,00) tales que

/ F(t)In (t) dt = 2 (m () — %)

b) Sea f(z) una funcién estrictamente creciente, positiva y con derivada continua en [a,b] con
0 < a < b. Demuestre que:

/f ) — af(a /f

¢) Demuestre que:

satisface la relacién de recurrencia:

Solucion:

a) Primero notemos que:
(Va)?
/ F(#)In(t) dt = 0

Para que las dos funciones sean iguales, requerimos que

v () - 5) =0
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Resolviendo la ecuacién, obtenemos que los valores posibles de a son 0 o €23, Como a # 0,

entonces a = e2/3. Como deseamos que la igualdad se cumpla, derivamos las funciones e iguala-

HIOSI7

20 f (%) In (2?) = 32%Inz  +— f(xQ)zzx e f(x)zg\/f

b) La derivada de f es continua; luego, si ponemos f(x) = 1- f(z) podemos utilizar integracién

por partes para llegar a:
b b
— / zf'(z) dx

Para calcular la segunda integral, sugerimos la sustitucién u = f(x). Luego, du = f'(z) dx y

con ello:
b f(b)
[att@yis= [ 5
a f(a)

va que si u = f(z), z = f~!(u). Podemos asegurar la existencia de la inversa puesto que f es
continua y estrictamente creciente. Asi, reemplazando,

/f b) - af(a /f

c¢) Utilizando integracién por partes: u = (1 —2)" — du= —n(l—z)" ' | dv=zdr —
v=1x?/2

[ 1w o=t

1
= I,— E/ 221 —2)" ' do
2 0
0 = n [ (1— »a— =l g
= 2 . ZE' X xr xr

n 2
= n—g/ox — "ldx+2/0x(1—x)”dx

— I+ Z( 1+1>

(2) Utilizando el teorema de Integracién por partes:
uv:/udv—l—/vdu

"Recurrimos al teorema que asegura que si f, g satisfacen f’ = ¢/, entonces f(z) = g(x) +c.

Resuelva las siguientes integrales.
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f) [ cos (Va)dx
Solucion:
a) Sean
u = In(z) dv = dx
dz
= du = — = v = T
x

Entonces, utilizando la formula de la integracién por partes, tenemos:

sIn(z) = /m(z)dw/xdf:/m(z)dH/dx

/ln(:c)d:c = zln(z)—a+ec

b) Sean
U = T dv = e *dx
= du = dx = v = —e 7

Entonces, utilizando la formula de la integracién por partes, tenemos:

—xe ¥ = /:ce‘””d:c—l—/—e‘””d:c: /xe‘””dvae_w

" /xe_mdaﬁ = —(I+a2)e"+c
¢) Sean
u = cos(x) dv = cos(z)dz
= du = —sin(z)dx = v = sin(z)
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Entonces, utilizando la formula de la integracién por partes, tenemos:
sin (x) cos () = /cos2 (x)dz — /sin2 (x)dz
= /0032 (x)dx + / (cos® (z) — 1)dx

= 2/C082 (x) /dm

dr —
" /cos2 (x)dx = SR CoR ) (I);OS (@) + g +c

d) Sean
u = cos(x) dv = e%dx
= du = —sin(z)dr = v = €

Entonces, utilizando la formula de la integracién por partes, tenemos:
e cos(x) = /e:‘c cos (z)dx — /e:‘c sin (z)dx
—_—
(%)
Debemos utilizar nuevamente la integracién por partes para hallar (7). Asi,

u = sin(z) dv = e%dx
= du = cos(z)dr = v = €

Por tanto,

e’ sin (z) = /ex sin (z)dx + /ex cos (z)dx
= /ex sin (x)dz = €”sin (z) — /ex cos (z)dx

Finalmente, reemplazando en (i) tenemos:

/ex cos (x)dx = €® cos () + € sin (z) — /ex cos (x)dx

1 1
" /em cos (x)dx = §em cos (x) + 5690 sin (z) + ¢
e) Sean
u = dv = sec(x)tan (z)dz
= du = dz = v = sec(x)
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Entonces, utilizando la formula de la integracién por partes, tenemos:
xrsec(x) = /z sec (z) tan (z)dx + /sec (x)dz
/x sec (z) tan (x)dx = wmsec(x) — /sec (x)dx

Debemos hallar (i7). Asf,

/sec (x)dx = /sec () <zZZ g% iEZE Eg) dx
_ /sec2 (z) + sec (z) tan (x)d

tan (z) + sec (z)

dm
= /—:ln|m\
m

= In(sec(z) + tan (z))

X

Finalmente,

" /:csec (x) tan (z)dzr = xsec (x) — In|sec (z) + tan ()]

f) Modifiquemos el integrando mediante la siguiente sustitucién: Sea m = y/z y con ello dm =
;%. Asi,

/cos (\/E)dx:2/\/§cos (\/E)% :2/mcos(m)dm

Por tanto, aplicamos ahora el método de integracién por partes.

u = m dv = cos(m)dz
= du = dm = v = sin(m)
Asi,
msin (m) = /m cos (m)dm + [ sin (m)dm
/m cos (m)dm = msin(m) + cos(m) + k
Reemplazando,

/cos (Vz)dz = 2(msin (m) + cos (m) + k) = 2y/zsin (v/z) + 2cos (Vz) + ¢
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(3) Utilizando el teorema de cambio de variable o sustitucién,

g(d) d
f()dz = / Fla(t)g'(t)dt

g(c)

resuelva las siguientes integrales:

=
b) / V7 + 2dx

c) /cos (z)(2 + sin (z))°
0 | T
e) /(3082/3 (t) sin® (t)dt

Vadz

i+

Solucion:

a) Tenemos que:

Sea u =x — 1y con ello du = dx y, evidentemente, x + 1 = u. Asi,

| i (u) + ¢ = aresin (z — 1) +
= = arcsin (u) + ¢ = arcsin (z — c

V2 — 22 V1—u?

b) Hagamos = + 2 = y% Asf, x = y*> — 2, dz = 2ydy. Entonces,

2, 4
/xvff +2= / (y* — 2)2y°dy = / (2" —4y")dy = =y° — 5y’ + ¢

Como y = (z + 2)%, reemplazando tenemos:

2 4
/x\/x+ = g(x+2)5/2 — g(x+2)3/2+c

¢) Sea s =2+ sin(x) y con ello ds = cos (z)dz. Con ello,

(2 + sin ()8

/Cos(x)@—l—sin(x))S:/85d82%ﬁ—l—c:Tch
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d) Si hacemos t = 1 — 22? y dt = —4xdx entonces tendremos:

_ 1 o —Awdr 1 RS —1/2 _ 41/2
[ s vﬁﬁ“%/“‘”t demg o

Sz

Asi,

t1/2 t3/2 (1 _ 21.2)1/2 (1 _ 21.2)3/2
+ste=— + +e

/\/1—2932 T T 12 A 12

e) Primero que todo, separamos las potencias del seno de la siguiente manera:
/(3082/3 (t)sin® (t)dt = /(3082/3 (t) sin* () sin (t)dt
= /cosz/3 (t)(sin? (t))? sin (¢)dt
= /cosz/3 (t)(1 — cos? (t))? sin (¢)dt

Con u = cos (t) y du = —sin (t)dt tenemos:
/ cos?® () sin® ()dt = — / W31 = )2
= —/u2/3(1 —2u? +u?)

_ —/u2/3 B3 143

355, 3 s 3 a3
= 5u + 11u 17u +c
3 3 3
= —g(cos ()% + ﬁ(cos ()13 — 1—7(005 N2 +c
f) Sea x =2ty dr = 423dz. Asi,
Vade [ 22-42%dz 4/ Pdz
1+ r 1+z 1+2
Aplicando divisién de polinomios, obtendremos que
=(z+1)- (=2 +2—24+1)-1
Con ello,
3,2 _
> — /z+1 — 22422 —z4+1) 1dz
1+=2

= /z — 2422 -2+ 1)dz -4 / dz
1+2

4
= 55 24—|—3 — 222 442 —4In(1+2) +c
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Finalmente,

d 4 4
1@\;5 = gx5/4 —x+ §x3/4 — 2z + 42" —4In (1 + 2V + ¢

|

(4) [Propuesto] La difusiéon de una epidemia es modelada por la ecuacién logistica, en donde la
velocidad de propagacion es proporcional a la cantidad de personas infectadas en un tiempo de t
dias, x(t), y la cantidad de personas que ain no se contagian, siendo m la poblacién total. Considere

que para t = 0, un décimo de la poblacién estd infectada; después de cinco dias, un quinto de
poblacién esta infectada.

a) ;Qué proporcion de la poblacién estard infectada después de diez dias?

b) ;Para qué valor de ¢ la mitad de la poblacién estard infectada?

Hint: Considere que las soluciones de la ecuacién diferencial del tipo 2'(t) = g(t)h(z) satisfacen

Lotz = [ oo

Solucion:

Dado que la velocidad de propagacién, z'(t), es proporcional a  y m — x, entonces existe k£ € R tal
que:
Utilizando el hint del enunciado, hacemos g(t) = k y h(z) = x(m — z). Asi,
v dy 1 T ody dy 1 x m—x
m/10 ym—y) m m/10 Y r—m m m/10 9m/10

Por otro lado,

t
/ g(s) ds =kt
0
Juntando ambos resultados,

kmt
1n< v -9m/10):1n< o ):kmt - z(t) e = m

m/10 m—x m—x

Como z(5) = m/5, entonces:



b) Siz(t) = m/2, entonces:

m m ) In(9) 51n(9)
— = 14 9e ™k =2 t= =
2 T Tqgem T 7 mk  In(9) — In(4)

4.6. Sustituciones trigonométricas, fracciones parciales y otros teoremas
(1) Calcule la siguiente integral:

/ tan® z sect z dx

Solucion:

Reagrupamos términos:

/tan6 rsectr dr = /tan6 rsec’ v sec’ xdr = /tan6 z(1 —tan®z) sec? zdr = A

Sean u = tanz y du = sec? xdx. Asf,

7,0
A:/u6(1+u2)du:/u61+u8du:u7+%+6'

Con ello,

tan’z  tan’z
/tanﬁxsec4:cdx: - + 5 +C

(2) Utilizando la técnica de sustitucién trigonométrica:

Expresion del integrando | Sustitucién trigonométrica

Va2 — u? u = asinf
Va2 + u? u=atanf
Vu? — a2 u = asecf

Resuelva las siguientes integrales.
/ dx
a) | ——
V1—2x2
dx
b
) / x?—1

¢) / (22 —Czlf;+ 5)2
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) |
2 /1f:)§4dm

Solucion:

2

a) En este ejercicio la expresién es de la forma a® — u?, por lo que la sustitucién es:

r = sinf, ze€ [—g,g]
= dx = cos0df
Asi,
/ dx B cos 0do
V1— 22 V1 —sin?6
cos 0do

vcos? 6

~ [

= 0+C

Como arcsin () = 6, entonces:

= arcsin () + C

[ 5=

dx dx . N
b) Notemos que / prame i / ] 5 Asi, hacemos la siguiente sustitucion:
x? — -

r = sinf

= dxr = cosfdf

_ / dz _ / cos 0d0o
1—a22 1 —sin?6
= — / sec 6df

= —In|secf +tanf| + C

Con ello,

Debemos hallar entonces la relacion entre di- nicion de
chas funciones trigonométricas y z. La figura ‘ cateto opuesto

i - sinf) = — =x
de la derecha se construye a partir de la defi hipotenusa
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1— 22

Entonces,

0 ! tan 0 -
secf = anf =
V1—2? Y —x?
Por tanto,
d
/2793 = —lIn|sech+tanf| + C
e —1
1 x V1—2?
= —In + +C=In +C
V1i—22  V1-—2? I+

1— a2
= ln( m>+0

1 1—=x
= =1
2 n<1—|—x)+0

c¢) Trabajemos un poco en la integral original:

/(xz—czlim)? :/((x—f;;—i—ll)?

r—1 = 2tanf
= du = 2sec’0db

Con ello hacemos,

Entonces:

/ dx B / 2sec’ 0df / 2sec? 0db
(2 -2z +5)2 (4tan?0 +4)2 | (4sec? )2

1
= 3 / cos® 6db recordando que cos26 = 2cos?6 — 1

1 1
= 1 cos29d9+— d9—581n29+—9+0

1
= 1—6(cosesin9—|—9) +C
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Como z —1 = 2tan 0 entonces 6 = arctan m—;l

Con estos datos, construimos la figura para de-
ducir las relaciones trigonométricas.

Entonces,
—1 2
sinf = ——0 y cosl = ——
Va2 —2r+5 Va2 —2r+5
Asi,
dx 1 .
/(932—2x+5)2 = E(cos«981n9+9)+6'
1( 2 x—1 +arct x—l)_l_c
= — . arctan
16 \V22—22x+5 Va?—-2z+5 2
1 -1 + 1 ¢ a?—1+0
= —————— + —arctan
S22 —2x+5 16 T3

d) En este caso, la expresién es de la forma u? — a?, por tanto hacemos:

r = V5sech
= dr = +/5secftanfhdb

/ dz / /5 sec @ tan 0dO
2 -5 V5sec2 — 5

B /fsec@tan@d@
V5tan? 0

= / sec 6df

= In|secf +tanf| + C

Igual que en el problemas anteriores, construimos nuestro triangulo:

De acuerdo a la definicién de

hipotenusa x
secl = = —
cateto adyacente /5

Obtenemos que:

tanf =

8
I
ot
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Finalmente,

/ d = In|secfd +tanf| +C

x Va2 -5
= hl(ﬁ_l_ NG )—I—C
(o V) am (vE) €
= ln(x+\/x2—5)+0/

e) Sea

22 = tanf
= 2xdr = sec®fdb

/ T 1/ 20x p 1/ sec? 0do
r = = r== | ——————
1+ a2t 2/ 14+ a4 2 ) 1+tan?0

1 [sec?6dhd 1
T2 / sec2 2 / d0
0

= §—|—C

Resolvemos:

Como 6 = arctan (z?), finalmente:

T 1 9
/de = §arctan (x ) +C

(3) Utilizando el método de las fracciones parciales

[ G

Resuelva:
2 +2x—1
d
@) /2x3+3x2—2x .
/x4—2x2—|—4x+1
b)
-2 —x+1

20% — 4
Cw&dx

3+ 4x

dx
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1—x+22%2—23
d) / P EEEE dx

Solucion:

a) Nos encontramos con el caso en que Q(x) = (r —aq1)(x —ag) - - - (z — a, ). Asi, podemos escribir

P(SL’) Al A2 An

Q(z) x—a1+x—a2+'” T — an,

Como Q(x) = z(2x — 1)(x + 2), hacemos:

2?2+ 20— 1 A B C
223 4+ 322 — 2x ;+2x—1+x+2
AQx —1)(z+2)+ B(z)(z +2)+ C(z)(2z — 1)
z(2z — 1)(z + 2)

(x) Siz=0, — —-1=24 — A:1

2
1
(x) Siz=-2 — —-1=10C — C=——
1 5B 10

(x) Siz /2, — 1 1 — -

Por tanto,

/x2+2x—1d_/1+11 L1y,
915 + 322 — 2z 2r 520 -1 10x+2)"

1n|:1:|+ln|2x—1| ln|x+2|+c
2 10 10

b) Lo primero que debemos notar es que grad (P) > grad (Q). Por tanto, utilizamos la divisién
de polinomios para llevarlos a la forma:

=202 + 4+ 1 (1) + Az
= (x
-z —x+1 3 —x2—x+1

En este caso logramos obtener una fraccién de polinomios donde grad (P’) < grad(Q') y
podemos utilizar las fracciones parciales®. Ahora, nos encontramos con el caso en que Q(z) =
(a1x + by)". Asi, podemos escribir

P(x) A n Ay Lo A,
Q(z) aw+b (o +b)? (a1 + by)"

PE;) funcién racional tal que

—

8Recuerde que la base de las fracciones parciales es el hecho de que exista f(z) =
grad (P) < grad (Q).

o
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Como Q(z) = (z + 1)(z — 1)?, hacemos:

dx A B C
2 —x?—z+1 x+1+x—1+(:c—1)2
Az —1)*+ Bz —1)(x+ 1)+ C(x + 1)
-2 —ax+1

En este caso es mas conveniente utilizar el sistema de ecuaciones para hallar A, B, C. Es decir:
A+B=0, C—-2A=14, A-B+C=0
Asi, A= -1, B=1, C' = 2. Por tanto,
2t — 222+ 4z +1 1 1 2
der = 1)d — d
/x3—x2—x+1 v /(:)3+)x+/< z+1+:):—1+(x—1)2) v
x? 2

= —+z—Inlz+1|+hjz-1|—-——+C
2 r—1

Nos encontramos con el caso en que Q(z) = (az? + bx + ¢) posee factores cuadréticos irreduc-
tibles. Entonces tendremos un factor de la forma

Ax + B
ax?+bxr +c

Como Q(z) = x(2® + 4), hacemos:

202 —x+4 é Bz +C

3+ 4x x 2 +4
_ A(@*+4)+ (Bx+C)(x)
N 3+ 4x

En este caso es mds conveniente utilizar el sistema de ecuaciones para hallar A, B, C. Es decir:
A+B=2, 4A =4 | =-1

Asi, A=1, B=1, C = —1. Por tanto,
202 —x + 4 1 z-1
——dxr = — d
/ P tdr /<x+x2+4) v
x dx
1 dr —
wlel + [ e [ g

1 1
= In|z| + §1n(x2 +4) — iarctan (%) +C
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d) Nos encontramos con el caso en que Q(x) = (ax? 4+ bxr + ¢)". Entonces tendremos factores de

la forma
All’ + Bl AQZIZ’ + Bg ATZL’ + Br

+ +o+
ar?+br+c  (ax?+ br + c)? (ax? +bx + )"

Como Q(z) = z(z* + 1)?, hacemos:

l—2+22?—-2> A Bzx+C Di+FE
z(x? +1)2 o * 22+1 (224 1)2
_ A@*+ 1)+ Bz + C)(2)(z* +1) + (Dz + E)(2)
B x(z? 4 1)2

Utilizamos el sistema de ecuaciones para hallar A, B,C, D, E:
A+B=0, C=-1, 24+B+D=2, C+E=-1, A=1

Asi, A=1, B=-1, C=-1, D=1, E =0. Por tanto,
/1—x+2x2—x2d / 1+:c—1+ x p
€T = — X
x(x? 4 1)2 r  x24+1  (22+1)2

= ln|x|+/ i d:)s—/ da —I—/Ldz
B 22 +1 22 +1 (224 1)?

1 1
= ln\x|+§ln(x2+1)—arctan(x)+m+0

(4) Calcule la siguiente integral, utilizando ambos métodos analizados anteriormente:

/ dx
1+ sinx + cos?x

Solucion:

En este caso, utilizaremos la siguiente sustitucion:
Sea

Con ello, construimos la figura para facilitar el en-
tendimiento del cambio de variables. Asi, tenemos

que:
2
sin (z) = 2sin (g) cos (g) =1 +uu2
Por tanto,
4u? 1—u2\? 1 —u?
2 _ .9 _ _ _
cos” (z) =1—sin”(z) =1 — AT 2r <1+u2> = cos (z) = o2
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d
Asi, sea [ = / <

1+sinz+cos?x
I / (1+ u?)du _ / (1 + u?)du
ut4+ud+u+1 (u+1)2(u?> —u+1)

Usando fracciones parciales:

14 u? _ A B CutD
(u+12u2—u+1) w+1 (u+1)?2 w2—u+1

Se obtiene A=C =0,B = g,D = % Luego,

;o 2/ du n 1/ du
3 ) (ut1)2 3) u?—u+1

—2 1 du
T 3w+ 1) +§/( _l)z+<@>2

u

S St t
ea — tan z = u — -, entonces
2 2

;o -2 N 1 / @sec2 2dz
© 3(u+1)  3) 3tan?z+3
—2 sec? z -2 243

dz
3wt 1) 3[ an?z 17 T 3w o

-2 2v/3 2v/3
= Tt D) + 3 arctan (T(u — 1/2)) +C

- V3 VB[ o
= 3(tan(2)+1) +293arctan<¥ [tan(i)—%}>+0

(5) [Propuesto I] Determine /sinm xcos" x dr, donde m,n € N y n es impar.

Solucion:

Los ntimeros impares se escriben como sigue: n = 2k + 1.

/sinmxcos"x dr = /sinmxcos%xcosx dr = /sinmx(l —sin®x)* cosx de = ®

Hagamos v = sinz y con ello du = cos xdx. Asi,
o = /um(l —u*)* du = /um(l —uH)F du
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Notemos que:

w1 =) = (1) = 1 = (<1) Z (F)usem-ay
Asi,
P — /um(1 — ) du = (1) 2; (f) </ =i du) (—1)
2 =(-1" 2; <l:) %zf’:”_—z; [0

Finalmente, reemplazamos:

k : n+m—24
/sinmxcos"x dr = (—1)*. Z (k) %(—1)i, n=2k+1

, 1) n+m—2
=0

(6) [Propuesto II] Determine /sinm xcos" x dx, donde m,n € Ny m es impar.

Solucion:

Los nimeros impares se escriben como sigue: m = 2k + 1.

/sinm xcos"x dv = /sinxcos":csinzk:c dr = /sin z(1 — cos?z)¥ cos" x de = T

Hagamos u = cosx y con ello du = — sinxdx. Asi,
U= —/(1—u2)k-u" du

Notemos que:



Asi,

e /u”(l ) du = (—1)F Xk: (f) (/ (i du) (—1)

i=0
o k y2kn—2it+1 ‘
- ’ ;()2k+n—2l+l( 2
Finalmente, reemplazamos:
. . 1y b cos )" Tm= ;
/sm zcos"x dr = (— ;()m(—l),m:%{:—l—l

(7) [Para profundizar| La funcién real f es continua en [a,b] y, paran =0,1,2,.. .,

/abf(:z)x" dx =0
/abfz(:c) dx =0

Muestre que

y deduzca que f(z) =0 paraa <z <b.

Hint: Considere el Teorema de aproximacién de Weierstrass, que garantiza la existencia de un
polinomio con coeficientes reales, p(z), tal que Ve > 0 y para cualquier funcién f continua sobre un

intervalo [a, b] se cumple que:

sup |f(z) —p()| <e

z€[a,b]

Solucion:

Dado que trabajamos con una funcién continua en un compacto (intervalo cerrado y acotado), existe
M € R tal que |f(x)] < M para x € [a,b]. Por el teorema de aproximacién de Weierstrass, existe

un polinomio p(x) = > a,x™ tal que |f(x) — p(z)| < € para x € [a,b]. Asi,

/abf2<fﬁ> dr = /bf(:c> f(sc)—p(sc)) d:c—i-/abf(x)p(x) dz
= /f f(z (95)) dz

< M((b—a)

- 107 —



b
Como el € es arbitrariamente pequeno, entonces / f*(z) dz = 0. Si f no es idénticamente cero,
a

2
entonces existe un ¢ € [a,b] tal que f(§) = n # 0. Por continuidad, f?(z) > % para una vecindad

de &, a < x < (. Entonces,
b B —
/a (z) dx z/a f(z) dx > w >0

lo que es una contradiccion.

- 108 —



5. Polinomios de Taylor y transiciéon a Calculo II

5.1. Aplicaciones del Teorema de Taylor

(1) Determine los polinomios de Taylor en torno a zy = 0 de las siguientes funciones:

Solucion:

a) Recordemos la férmula del polinomio de Taylor de orden n en torno a xy:

f(x) = Th(x) + Rn(z)

con 0
n f x
= k(l o
k=0 )
fn+1 = .
R U DU o
En este caso, notemos que f Vk. Asi
n ex()
fa) =) (e —20)" + Ru(f)
k=0
k
x
fla) =3 5+ Ral)
k=0
2 1’3 "
e’ _1+x+§+3—+ ~-+H+Rn(f)
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' '.‘TQ (x)
T1 0 (l’ )'.

1
1
1
1
1
1
1
]
\ ]
1
A}

-
.

—— ————————>
10-9 —8 —7 —6 —5 —4 33 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
' —

)

]
[ —2
[
[
[ -3 |
,T5(:E) 3
[]
[] —4
]
]
[] -5 1
[]
]
[] —6

Aproximaciones a la funcién f(z) = e” con polinomios de Taylor.

b) En el caso de la funcién seno, se tiene que:

fO>)= sin(z) = fO0)= 0
fD() = cos(z) = fO0)= 1
fPx) ==sin(z) = fP0)= 0
fO(x) ==cos(z) = [fP(0)=-1
fP@)= sin(z) = fP0)=0

Notemos que

Asi,
—~ (2k + 1)!
Pooab Al (1" 2n+1
sm(m)—x—ijg—ﬁvL +(2n+1)'x + R, (f)

- 110 -



Aproximaciones a la funcién f(z) = sin (z) con polinomios de Taylor.

c) Para el caso del logaritmo natural, vemos que:

fOz) = In(z+1)
f(l)(x) - T le 1
1
@ () = _
fo) = (x +1)2
2
G () =
/@) (x + 1)3
—1)k+1 k 1!
f(k)(a?) _( )(x +(1)k ) k>0
Entonces, para k£ > 0 tenemos:
() 1)k (K — 1) —1)k+
Para k = 0 tenemos: "
f k;('x(J) (l’ :L,O)k — lno('l) -0
Ast 2 3 +1
ln(x+1):x—%+%—-~-+ (=) ()" + Rn(f)
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(2) Si P(z) =1+ 3(x —1)? es el Polinomio de Taylor de orden 2 de y = f(z) en « = 1, demuestre que

f tiene un minimo local en x = 1.
Solucion:

Como el polinomio de Taylor de segundo orden cumple
p(1) = f(1), P1)=f1), p'Q)=r"(1)

y p(1) =1, p'(1) =0, p”(1) = 3, tenemos que f(1) =1, f'(1) =0, f’(1) = 5. Entonces, por el
criterio de la segunda derivada para maximos y minimos concluimos que x = 1 es un minimo local
para f.

a) Utilice el Teorema de Taylor para aproximar sin (0.1) con su polinomio de grado n = 3 y
determine la precisiéon de la aproximacion.

b) Determine el grado del polinomio de Taylor desarrollado en torno a xg = 1 que debe utilizarse
para aproximar In (1.2) de manera que el error sea menor que 0.001.

Solucion:

a) Recordemos que:

Sin(l'):ZE—I—3+R3(x):x_x_3+f(4)(z> 4

G 3 1 T, 0<2<0.1
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Por consiguiente,

0.1)
% ~ (0.1 —0.000167 = 0.099833

sin (0.1) =~ 0.1 —

Como f*(z) = sin (2), se sigue que el error |R3(0.1)| puede acotarse como sigue:
0<sin(z) <1

sin(z) 1

PTRT
1
41
0 < Rs() < 0.000004

0<

sin (2)
41

0< (0.1)* < —=(0.1)* ~ 0.000004
Lo que implica que,

0.099833 < sin (0.1) = 0.099833 + R3(z) < 0.099833 4 0.000004

0.099833 < sin (0.1) < 0.099837

b) Utilizando los calculos anteriores, notemos que para f(z) = In(x + 1):

n!
zn—i—l

Fo () = (1"

Por tanto, por el Teorema de Taylor sabemos que el error |R,(1.2)| estd dado por:

frD(z) . n! 1
R, (1.2)] = |>——2(1.2—-1)"*" = 0.2)n+1
[£a(1.2)] (n+1)!( ) ontl (n+1)!( )
(0.2)n+1
Zn-i—l(n_l_ 1)
de donde 1 < z < 1.2. En este intervalo % es menor que ((ziin;)l- Asf, buscamos n tal

que:
(0‘2)n+1

< 0.001 = 1000 < (n + 1)5"*!
(n+1) ( )

Por ensayo y error, u otro método de cdlculo, puede determinarse que el menor valor de n que
satisface la desigualdad es n = 3.

(4) Demuestre las siguientes afirmaciones:
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a) Sea R: I C R — R una funcién tal que sea n — veces derivable en cierto entorno de zy € I.

R X

- = — / — ... = (n) —
S (:L’ — 1’0)" 0 <~ R(SL’Q) R (SL’Q) R (SL’Q) 0

b) Si R,(z) es el resto del polinomio de Taylor de grado n, entonces pruebe que

lim ()

=0
T—T0 (aj — ;1;'0)"

Solucion:

a) (<=) Dado que la funcién es n — veces diferenciable, utilizamos la regla de L’Hopital:

Km M —  lim R'(z)
x—x0 (SL’ — xo)” ?_/; r—x0 n(x — xo)("—l)
) R (x)
S A n(n = D)@ — 20) D
S eeon(n T — X
Rn
—  lim _ R
~~ 20 n'(m — xo)(o)
LM
= 0

R(x
(=) Si lim # existe, entonces debe cumplirse que lim R(x) = 0. Como la funcién
T—x0 (1‘ — [L’O)n T—x0

R es continua, R(xy) = 0.
Ahora bien, por la regla de L’Hopital,

/
TN CO N PR L C)

Sl e ——
z—T0 (:L’ — ato)" z—x0 n(aj — xo)("—l)

Repitiendo el argumento anterior, es claro que lim R'(x) = 0y, como la funcién R’ es continua
T—rT0

-dado que R es n — veces diferenciable- se concluye que R'(zg) = 0.
Iterando el proceso anterior n — veces, finalmente concluiremos que:

R(x) R ()

Ii =lm —————==0
om0 (T — o)t aowo nl(a — 20)©
y por tanto R™(z,) = 0. Finalmente,
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b) Como por definicién de resto de Taylor, R,(x) = f(z)—T,(f, xo), tenemos que R,, es derivable
n — veces y que ademas todas sus derivadas hasta el orden n y su valor funcional en x = xg
son cero, entonces por el Teorema anterior tenemos que

lim (@)

=0
z—zo (T — x9)"

(5) Calcule los siguientes limites:

Solucion:

a) Utilizando los desarrollos de MacLaurin de las funciones que se encuentran tanto en el nume-
rador como en el denominador, es decir, como

2 3
T . x , Rg(!lf)
e —1—:1:—? €+R3(:c), conglcl_% p =0
3
: z 3()
sin (z) —x = 5 + r3(x), con ilir(l] 5 0
Asi,
x z? xs R3(x)
e —1—x—% L+ Ry(z 1y 5
lfm R it (GO BTN e S
=0 sin(z) —x w50 22 4 pa(g) @0 L 1)

b) Todos los polinomio de Taylor se calcularan con n = 5. El polinomio de Taylor de sin (z) para
n = 5, se puede obtener a partir de tomar el cuadrado del polinomio de Taylor de grado 5 para

sin (), es decir:
23\ 2 3\ x° 22\ 2
togr) P ) TG

113'4 1.6 1'8 1'10

_ 2 7 -z
= T3 0 e

TN
&
I
wl g,
+
ol 5,
~
[\
I

Luego, el polinomio de Taylor de sin? (z) que necesitamos es



Usando el polinomio de Taylor para In(1+ x), obtenemos el polinomio de grado 5 para
In (1 + 2?), que viene dado por

z? — :c_4 + I—G = 2 — x_4
2 3 2
Finalmente, debemos obtener el polinomio de Taylor de tan (x) de grado cinco o inferior;
para esto usamos los polinomios de Taylor de las funciones seno y coseno, dividiéndolas de la
siguiente manera:

sin () x—z—?—i—é—,

tan (z) = =
x2 x4
cos (1) -4z
x3 x® . z2 x* _ 3 22°
(x__!+5 -t E) = et A
3 5
(-5 +%)
3 5
Entonces, 5%
x3 x° z7
( 3 )
225 27
15~ 72

Considerando los tres polinomios antes calculados,

. 4 4
sin? (x) — In (1 + %) R e T S
lim = lim 3 2
0 2 _rt 0 2 2 x4 2x6
z— 22 — xtan (z =0 g2 g2 — & 20
!
_ 1 6
= m
3 15
1
_ 1 6
= M=
37 15
1
2

(6) [Propuesto] Sean f, g : I — R funciones dos veces diferenciables tales que f(a) = f(a), f'(a) = ¢'(a).
Demuestre que si, para todo x € I, se tiene que f(x) > g(x) entonces f”(a) > ¢"(a).

Solucion:

Por el teorema de Taylor, tenemos que:

fla+h) = @)+ P@h+ T2 4 Ry gl ) = gl0) + g @h+ L0 1 i)
fonte R() Rl
, , g
T T !
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Asi,

2

flath) = gla+h) = (@)~ o"(@) o+ (R() - i)

Por otra parte, h?/2 > 0 y dado € > 0 existe § > 0 de modo que si h € (—4,0) entonces |R(f) —
R(g)| < € (hemos usado que el error se “va rapido” a cero).

Por lo tanto, el signo de la diferencia f(a + h) — g(a + h) coincide con el signo de f”(a) — ¢"(a).
Como, por hipétesis, f(a+ h) > g(a+ h) tenemos que:

f"(a) = g"(a)

de donde se obtiene el resultado. [ |

5.2. Integrales y calculo de areas

(1) Calcule las siguientes integrales:

1/V2 (2
x arcsin(x?) s ¢)

0 ﬁ /2 T
b) / v cos(Ing) da d) /

)

Solucion:

2xdx
a) Integramos por partes: sea u = arcsin(z?), y con ello du = . Por otra parte, dv =
) Integ por p (%), ¥ A D

xdx

VIt

1
, v por ende v = 3 arcsin(z?). Asi,

1/V2
UV2 1 arcsin(z?) P 1 ( i 2)>2 UV2 1 arcsin(z?) P
———~dr = —|( arcsin(z - ———C dx
0 \/1 - LL’4 2 0 0 \/1 - $4
1 (7?) 2 UV2 1 arcsin(?)
pum— —_ —_ —_— e l’
2\6 0 V1—zxt
Por tanto,
UV2 1 arcsin(z?) w2 V2 2 arcsin(z x arcsin(2?) w2
2 ———tdr == — dr = —
0 Vv1—at 72 V1—24 144

b) Sea z =In(z). Asi, x = €*, y con ello dx = e*dz. La integral queda como sigue:

/:ccos(lnx) dx = /ez cos(z)e® dz = /622 cos(z) dz
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Esta tltima integral se resuelve aplicando integracién por partes: u = e*, dv = cos(z)dz; de
donde, du = 2e**dz y v = sin(z). Con ello,

/622 cos(z) dz = e**sin(z) — 2 / e**sin(z) dz
Volviendo a aplicar integracién por partes (ahora con u = e* y v = sin(z)dz), se llega a:
/622 sin(z) dz = —e* cos(2) + 2/62Z cos(z) dz

Juntando ambas expresiones,

/622 e e ( sin(z);— 2 cos(z)) Lo
x? ( sin(Inz) + 2 cos(In x))

_ C
5 th

Tomemos x = 2sec (u). Asi, de = 2sec (u) tan (u)du y vVa? — 4 = 2tan(u). Ademéds, r =2 —
sec(u) =1 —cos(u) =1—=u=0,2=4—sec(u) =2— cos(u) =1/2 - u=m/3. Ast:

- /4 VI o /ﬂ/3 2tan(u) - 2sec(u) tan(u) du ) /w/3 tan®(u) du
=/ . =, 2sec(u) T

Empleando la identidad trigonométrica fundamental aplicada a la secante y la tangente,

/3 /3 /3
I = 2/ (secz(u) — 1) du = 2/ sec?(u) du — 2/ du
0 0 0
= 2tan(m/3) —2tan(0) — 2% =923 — 2r

Notemos que:

/:L'ln(l—l—%) dzz/xln(zl_l) dx:/xln(x+1) d:)s—/:vln(:v) do

Para la primera integral, sea v = In(x+1) — du =

x x?
T Por otra parte, dv = xdx — v = 5

x
Luego,
2 1 2
/xln(:c+1) de = %ln|x+1|—§/xild:c
x? 1 1
= I - ( ~1 —)d
5 n|zr+ 1| 2/ x +x+1 T
le 1] :c2+x 1n\:c—|—1\+
= — 1N _— — L
g I 172 2 “a
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d 2
Para la segunda integral, u = In(z) — du = o ydv=xdr —v=v= % Ast:
x

2 1
/xln(x) de = x—ln\x|——/xdm
2 2

1’2 2

Inlz| — = +
2 L e

Finalmente,

1 x? 2z In|z+1]|
(14> ~ |l
/x n( +x) dx 1 n|z(r +1)| 5 +2 5 +c3

(2) Determine el drea de las regiones limitadas por las curvas de ecuaciones

a) (x+2)*y=4—x,conz,y>0
b) o = o — gt

c) y=ux,y=tan(x) ylarecta z =

1

Solucion:

a) Yasea mediante el analisis grafico (ver a continuacion) o por célculo directo, el drea en cuestién
es la siguiente:

A

\

1 R —
A= dr = ——d
/oy ! / (w422
S ) 4 dx
_ [ etz +6/ _dr
A(x+%2x o (x+2)?
1 d 11!
_ _/) Y 16
o T+2 r+2],
= —[In6—-1In2]+2
= 2—1n3
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b) La curva es simétrica con respecto a los ejes coordenados, razén por la cual el drea total serd
cuatro veces la correspondiente al primer cuadrante:

A
0.5

—-0.5 {

1 1

A:4/yd:c = 4/ Va2 —xt dx
0

= /xx/l—:ﬁdz

1

= {—— (1—2?) 3/2}
0

4

3

c) Entre z = 0y o = 7/4, las curvas f(z) = z y g(z) = tan(z) se cortan solo en x = 0 (de no
ser asi, la funcién auxiliar h(z) = z — tan(x) tendria dos raices en dicho intervalo, por lo que
—TV M~ existiria a € (0,7/4) tal que I/(a) = 1 — sec*(a) = 0, lo que es imposible ya que
entonces cos(a) = £1).

Asi, el area pedida es simplemente

w/4
A= / | tan(z) — x| dz
0

Como g > f en (0,7/4], tenemos:

A = /0 o <tan(m) . x) dr = {— In(cos ) — %TM

= —In(cos(m/4)) — (W/;) + In(cos(0)) — —

= ~In(v2/2) - 55 +1n(1) +0
~ In(2) w7
2 32
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