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1. Con una ldmina cuadrada de 10 cm de lado se quiere construir una caja sin tapa. Para ello,
se recorta un cuadrado en cada vértice. Determine la longitud del lado del cuadrado recortado
para que el volumen de la caja sea méaximo.

Solucién

Sea x la longitud del lado del cuadrado a recortar en cada vértice. Note que 0 < x < 5 (dominio)
Entonces, la base(cuadrada) de la caja tiene lado de longitud 10 — 2z y como &rea (10 — 2z)?
y la altura es x y, por lo tanto, el volimen de la caja es

v(z) = (10 — 2)%2 = 100z — 4022 + 423

y
v'(x) = 100 — 80z + 122% = 4(25 — 20x + 32?)

Entonces, v'(z) = 0 si 25 — 20z + 322 = 0, es decir, x = 20*“*30*300 = 20?0 = 10;[5, yr=50

xr= % pero, x = 5 no esté en el dominio, por lo que el valor critico es x = %

Por otro lado, v"(z) = (4(25 — 20z 4 32?))’ = =80 + 24z y v"(2) = =80 +40 = —40 < 0, lo

cual indica que v (g) = %cmg’ es un valor maximo del volumen. Asi, la longitud del lado del
5

cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea maximo es 3 cm.

2. Hallar el punto sobre la pardbola y = 4 — 22 en el que la recta tangente determine, en el primer
cuadrante, con los ejes coordenados un tridngulo de drea minima.
Solucién:
La recta que forma el triangulo con los ejes coordenados es tangente a la funciéon dada en algin
punto, denotado por (zg,yo), por ahora desconocido. Dicho punto debe ser tal que el area del
tridngulo sea minima entre las areas de todos los posibles triangulos que pueden formarse en
el primer cuadrante con las diferentes rectas tangentes.
Note que si la recta es y = ma + b, entonces la base del tridngulo (rectangulo) es B = —% y
la altura es H = b . Es de resaltar que la base y la altura del tridngulo cambian con el punto
de tangencia.

Se tiene que: m = f'(xg) = =2z e yo = 4 — o y, por lo tanto,
b=1yo—mzo=4— a5 — (—2x0)70 = 4 + 77
Entonces, el area del triangulo estd dada, en términos de zy, como:
BH —2b o (4+2)?

A = — = m = —— =
(z0) = =5 P om 4z,




Asi,

A(o) = 2(4 + x3)dw2w — (4 + 22)%4 _ 4+ z3) (4o — 4 — x3) _ 4+ 22) (322 — 4)
Zo T T
" (420)? 4a3 422

0si(4+23) (322 —4) =0y como 4 + 22 # 0, debe ocurrir que 3z3 — 4 = 0, es decir,

3 (20 debe ser positivo para que el tridngulo se forme en el primer cuadrante), entonces,
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i , (4+23)(323-4)  822—16+3a2 4 | 3.2
Ademas, A'(zq) = 2 ==z = 2 - P e
Entonces,

A" (o) = % + %xo que es positivo para cualquier valor xo positivo, en particular, A” (%3) > 0,

es decir, A(%g) es un valor minimo. Por lo tanto, el punto sobre la parabola y = 4 — 2% en el

que la recta tangente determina en el primer cuadrante con los ejes coordenados un triangulo

de area minima es el punto (%g, 3).



3. Determinar la altura del cilindro recto de volumen maximo que se puede inscribir en una esfera
de radio 8 cm.
Solucién
Sea r el radio de la base del cilindro y h la altura del cilindro (notar que 0 < r < 8 y
0 < h < 16 didmetro de la esfera).
Se pide maximizar el volumen del cilindro, el cual estd dado por v(r, h) = wr?h, con la restric-
cién de que el cilindro esté inscrito en la esfera Dicha condiciéon o restriccion permite escribir
a la funcién volumen, v, en términos solo de h. Para ello, note que,

R\ 2 h2
822 (5) +T2:Z+T2

Dicha relacion se obtiene al forma el triangulo rectangulo vértices O, P y .S, donde

O es el centro de la esfera.

S es el centro de la base del cilindro.

P representa a uno de los puntos sobre el perimetro de la base del cilindro, donde coinciden la
esfera y el cilindro.

Entonces, 82 = % +r?2yr? =8 — %2 =64 — %2, con lo que el volumen puede expresarse, en
términos de h como

2
u(h) = (64 - hz) h = 64rh — %hS

Por lo que, v'(h) = 6471 — 31 h? que vale cero si h = %g’

v"(h) = =%hy U”(%g) — 16‘[ —8m/3 < 0y en consecuencia, v(wf) es un valor

maximo del volumen, es decir, h = 16‘[ es la altura del cilindro recto de volimen méximo que
se puede inscribir en una esfera de radlo 8 cm.



4.

(a)

(b)

()
()

Determine la antiderivada general de la funcién

2+ 22 +zv1+a?

1+ 22

g(x) =
Determine la funcién f tal.
f(@) = sen(z) + cos(z) y f(0) =3y f(0) =

Determine la antiderivada de la funcién f(x) = 10 % 2* — 1 que pasa por el punto (0, 20).

Determine una funcién f tal que f'(z) = 2 y la recta x +y = 0 sea tangente a la grafica
de f.

Solucion:
(a) Notar que
x? zV1+x2 z
g@) =Er+F = ltoet A= ltoztos

Enonces, la antiederivada general es:
G(z) = x + arctan(z) + V1+ 22+ C

Dado que f”(x) = sen(x) 4 cos(z su antiderivada general es G(z) = — cos(x) +sen(z) + C

f'(x) = —cos(z) + sen(z) + C donde la constante C' es tal que,
1'(0) = —cos(0) + sen(0) + C' =7

es decir, C' = 8. Entonces, f(x) = —sen(z) —cos(z) +8x + K y K es el valor que hace que
f(0) = —sen(0) — cos(0) + K = 3, es decir, k = 4. Asi, la funcién buscada es:

f(z) = —sen(x) — cos(z) + 8z + 4

x\/ T /
Recordar que (2%) = 271n(2), entonces, % = (1112@) = 2%, es decir, una antiderivada

de la funcion 2% es (2) Entonces, la antiderivada general para f es:

10
In(2)

Para que F(0) = 20 debe Cumphrse que C' = 20 —

Fz) = 20:2° — w420 — (15

La antiderivada general para [’ es F(z) = % + C, para que la recta y = —z (que tiene

pendiente —1) sea tangente a F debe ocurrir que f/(zq) = —1, es decir, z3 = —1 para

algin x¢, lo cual ocurre si xg = —1 e yo = —z¢o = 1. Por lo tanto la constante C' debe ser
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tal que F(—1) = 1, esto es, %JFC’: }l+C’: 1, es decir, C:%

Entonces, f(z) = % +3

F(z) = 28 —x+C

o (2), entonces la funcién buscada es




