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1. Para la funcién f cuya grafica esta dada en la figura, determine:

(a) Los nimeros o valores criticos de f y su imagen bajo f.

(b) El minimo y el maximo en cada uno de los siguientes intervalos: [1,4]; [1,5]; [—9, —2];

[—1,3];.
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Solucién

(a)

Ntumeros Criticos:

Valores = del dominio de f tales que f'(z) =0: z = 2.

Valores = del dominio de f tales que f'(x) no existe: t = —1, z =0y z = 4.
Valores de f en los nimeros criticos: f(2) = 2; f(0) = —2; f(—1) = —1, f(4) = —

En el mtervalo [1,4] la funcién f es continua, los valores de f en los extermos del intervalo

son: f(1) =1, f(4) = —2, y los valores de f en los ntimeros criticos contenidos en [1, 4]
son f(2) =2y f(4) = —2. Entonces, el minimo de f es f(4) = —2 y el maximo de f es
1) =2

En el mtervalo [1,5] la funcmn f es continua, los valores de f en los extermos del intervalo
son: f(1) =1, f(5) =3, y los valores de f en los nimeros criticos contenidos en [1, 5] son

f2)=2y f(4) = —2 Entonces, el minimo de f en [1,5] es f(4) = —2 y el méximo de f
en [1,5] es f(5) =

Note que f NO es continua en el intervalo [—9,—2]. El minimo de f en [—9,—2] es



f(—=9) = =3 y el méximo de f en [—9, —2| no existe.
En el dltimo caso se tiene que f NO es continua en el intervalo [—1,3]. El minimo de f
en [—1,3] es f(0) = —2 y el maximo de f en [—1, 3] no existe.



2. Determine los niimeros criticos de la funciéon f en cada caso:

(a) f(x) es una funcién derivable en R tal que e'**" f(x) + M +7m(f(x)+1)=m.
(b) f(z) = Vv2ax? — 23, con a € R.
Solucién:

(a) Dado que f es derivable en R, los tnicos ntmeros criticos, si existen, corresponden a
aquellos valores tales que f'(z) = 0. En este caso, la funcién derivada se obtiene derivando
implicitamente, como sigue

5
e () + @ +r(f@)+ 1) =7 = " 2f(x)+ e (2) + (f(2)" @)+ 7f (@) =
= "2 f(z) + f(2) (eHT’z + (f2)' + 7r> =0
o f(x
= fl(z) = ~ e (i(£§)4)+ 7T(denominador no nulo)
Entonces,
f’(:z:) —0 o €1+x22.§b’f(x) -0

e ot (f(2))
& uf(r) =0
< zof(x)=0
< =0V f(x)=0

& 1=0Vz=f"(0)(estd garantizada su existencia **)

** Se garantiza la existencia de z = f~1(0) porque si f(x) = 0, se cumple la ecuacién
original ya que,

e (0)°

ta(f)+1)=e* 04+ L 47 (0+1)=0+0+7=7

e f(x) -

Ast, los valores criticos de f son: z =0y x = f~1(0)

(b) Dominio de f: R,
() = 4ax — 3x? _ x(4a—31)

3¢/ (2022 — 23)* 3¢/ (2022 — x3)?

Dominio de f": R —{0,2a} y

x (4a — 3z
341/ (2ax? — z3)
& x(da—3x)=0ANz#£0Ax #2a
& 4a—-3r=0
- da
r=—
3
4a

Asi, los valores criticos de f son: # =0,z =2ay z =3

=0ANz#0ANx #2a



3. Determine, el maximo y el minimo de la funciéon f(z) =
Solucion:
Valor de f en los extremos del intervalo:
_ 1 1

f(=1) = 1+]—1] + T—1-1] — + 376

_ 1 11 : _ %
f(3)—m+m—z+§—ﬁ
Se tiene que:

ﬁm + 177,—q en el intervalo [—1, 3]

1—x 2—x
fl@)=% 5+ st 0<z<1
=t s x>
Ys )
(1fx)2 + ® 11)2 st z <0
f/<l’>: _m‘i‘ﬁ st O<a<l1
\ —m — ac_12 S? z>1
Notar que f no es derivableen z =0y x =1 y que
2_ T .
( % si. <0
—3+6x .
f(z) = W st 0<zx<l1
—222 221 : 1
\ (0% St x >

Entonces, f'(x) = 0 s6lo si —3 + 6z = 0, es decir, x = % Note que los polinomios 222 — 6z + 5
y —2x? — 2z — 1 no tienen rafces reales.

Por lo tanto, los nimeros criticos de f en el intervalo [—1,3] son x = 0, z = % yr =1y

HOEENICEERSIOES Por otro lado, f(—1) =3y f(3) = 5. Entonces:

El méximo de la funcién f(z ) = 1+\:v| + H'i 77 en el intervalo [—1,3] es f(0) = f(l) =3

El minimo de la funcién f(z) =  en el intervalo [—1,3] es f(3) = 15

1+|:c| + 1+|z— 2

4. Demostrar que si z > 0, entonces, ? <lIn(x+1) <
Solucién:
Una forma
Sea x > 0, considere la funcién f(z) = In(z), a = 1, b = = 4+ 1. Notar que f es continua y
derivable en (0,+00) y, en particular, es continua en [a,b] = [1,1 + z] y derivable en

(a,b) = (1,1 + z). Por lo tanto, por el TVM, existe un valor ¢, ¢ € (a,b) = (1,1 + x) tal que
f/(C) _ f(b)— fla) _ (1+1:) Fy 1n(1+a:) In(l) _ ln(l—l—m)—O _ In(14+x)

b—a x T ’
es decir, existe un valor. c, cE (1 1+ IE) tal que:

In(1 + x)
x

f'(e) =



y, f'(c) = %, entonces

1 In(l+x)
c x

para algin valor ¢, ¢ € (1,1 + z).

Por lo tanto, 1 < ¢ < 1 4+ x y, en consecuencia, se tiene que,

1 <1 1
1+z c 1
es decir,
1 !
<1
1+ 1)
07
1 In(1
n(l+x) <1
1+z T

0, como x > 0

T2 <In(l+z) <z
Otra Forma: Anéloga a la anterior

Sea z > 0, considere la funcién f(z) = In(x + 1), a = 0, b = z. Notar que f es continua y
derivable en (—1,400) y, en particular, es continua en [a,b] = [0, z] y derivable en

(a,b) = (0,z). Por lo tanto, por el TVM, existe un valor ¢, ¢ € (a,b) = (0, ) tal que

o) = LO=1@ _ J@-J©) _ h(te)-inl) _ In(tx)=0 _ nLta)

. b'—a T z x T ’
es decir, existe un valor ¢, ¢ € (0, ) tal que:

In(l+ 2z
x
v, f'(¢) = Z7, entonces
r In(1+ z)
c+1 x

para algun valor ¢, ¢ € (0,x).
Por lo tanto, 0 < c<x 61 <c+ 1< x4+ 1y, en consecuencia, se tiene que,

1 1 1

< <
1+2x c+1 1

es decir,
1

1+=z

< flle)<1

1 In(1+ z)
<
1+2z T

<1

0, como x > 0

< In(1 <
T2 n(l+z) <z



5. Demuestre que la ecuacién arctan(z — 1) + 2° — 3 = 0 tiene una tnica rafz.
Solucién
Considere f(z) = arctan(x — 1) + 2® — 3 y note que f es continua en R,
f(0) = arctan(—1) =3 = -5 =3 <0y f(2) = arctan(1) +8 =3 =5 +5> 0,
entonces, por el teorema del valor intermedio, existe un valor tal que f(c) = 0, lo cual garantiza
la existencia de la raiz.

Para la unicidad, suponga que existen dos raices, 11 y 79, entonces, f(r;) = f(rs) =0y como
f es continua y derivable en R, por el teorema de Rolle, existe un valor ¢, ¢ € (r1,73) tal que
f'(¢) = 0 pero, f'(z) = m + 322 > 0, entonces f’(c) = 0 implica una contradicciéon que
proviene de suponer que existen dos raices de la ecuaciéon, por lo que se concluye que la raiz es
Unica.

Nota: También se puede usar f(1) = -2 <0



