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1. Suponga que f es una funcién continua en [0, 3] la cual satisface que:

= f(0)=-1

» f'(x) =2 para todo z € (0, 1)

» f'(z) =1 para todo x € (1,2)
» f'(z) = —1 para todo z € (2,3)

Encuentre una féormula para la funciéon f.

Solucion:

Notemos que

» una antiderivada para la funciéon f sobre el intervalo (0,1) es de la forma 2z + C4
» una antiderivada para la funciéon f sobre el intervalo (1,2) es de la forma x + Cy

» una antiderivada para la funcién f sobre el intervalo (2,3) es de la forma —x + Cj

como f es continua y f(x) = —1 se deduce que C) = —1, nuevamente por continuidad se tiene
que 2-1—1=1+4C5 y por tanto Cy = 0y que 2 = —2+ (5 y por tanto C5 = 4, luego tenemos
que

2 —1 sizel0,1]
flz) = x sixe(1,2]
—z+4 size (23

2. (a) Determine la antiderivada general de la funcién

B 2+ 22+ V1 + 22

1+ 22

9(z)
(b) Determine la funcién f tal.
f"(x) = sen(z) + cos(x) y f(0) =3y f(0) =7

(c¢) Determine la antiderivada de la funcién f(x) = 10 % 2* — 1 que pasa por el punto (0, 20).



eternine una runcion al que ) ="y larectax + Yy = sea tangente a la gramnca
d) Determi funcién f tal 1’ 3yl t 0 sea t teal fi
de f.

Solucion:

(a) Dado que f”(z) = sen(z) + cos(z su antiderivada general es G(z) = — cos(x) +sen(z) + C
y
f'(x) = — cos(z) + sen(z) + C donde la constante C' es tal que,
f'(0) = —cos(0) +sen(0) + C =7

es decir, C' = 8. Entonces, f(x) = —sen(z) —cos(x) +8x + K y K es el valor que hace que
f£(0) = —sen(0) — cos(0) + K = 3, es decir, k = 4. Asi, la funcién buscada es:

f(z) = —sen(z) — cos(z) + 8z + 4

x\/ T !
(b) Recordar que (27)" = 271n(2), entonces, % = <h12(_2)) = 2% es decir, una antiderivada
de la funcién 2% es % Entonces, la antiderivada general para f es:
10
F(x) = 2% — C
(x) n(2) T+
Para que F(0) = 20 debe cumplirse que C' = 20 — %, entonces la funcién buscada es
_ 10 oz 10
(c) La antiderivada general para f’ es F(x) = % + C, para que la recta y = —zx (que tiene
pendiente —1) sea tangente a F debe ocurrir que f/(zq) = —1, es decir, z3 = —1 para
algiun xg, lo cual ocurre si xg = —1 e yo = —x¢ = 1. Por lo tanto la constante C' debe ser

tal que F'(—1) = 1, esto es, % +C =14C=1, es decir, C = 3.

Entonces, f(z) = % +3

3. Considere la funcién y = /2%(6 — ) y determine, si existen: valores criticos, intervalos don-
de es creciente, intervalos donde es decreciente, minimos locales, maximos locales, intervalos
donde es céncava hacia arriba, intervalos donde es céncava hacia abajo, puntos de inflexion,
asintotas. A partir de la informacién obtenida, grafique la curva asociada.
Dominio: R
Solucién:
Derivada: (el cdlculo se muestra al final de 1 ejercicio)

(4—2) 2
T3 (6 —x)3

() =

Valores criticos:
Valores donde f'(x) =0: x =4
Valores del dominio donde f'(x) no existe: t =0y x = 6.



Estudio signo de la derivada
(6 —x)3 = (\3/6 — .T)2 > 0, no define signo de f'(z).

L . .
x3 tiene el mismo signo de x.

Intervalo | 25 | 4 —x I f

(—00,0) | - + - | decreciente
(0,4) + + | + | creciente
(4,6) + - - | decreciente
(6,00) | + - - | decreciente

Intervalos donde f es creciente: (0,4)

Intervalos donde f es decreciente: (—o0,0), (4,6) y (6,00)

f(0) =0 es un minimo local de f.

f(4) = 2V/4 es un méaximo local de f.

Nota: En 2 = 6, no hay cambio de monotonia, no se alcanza valor extremo. ( En (6,0) la recta
tangente es vertical)

Estudio signo de la segunda derivada

f"(x) = ——— (el cdlculo se muestra al final de 1 ejercicio)
x3(6 — )3

23 = (¥z)" > 0, no define signo de f'(z).

(6 — )3 tiene el mismo signo de 6 — .

Intervalo | —8 | (6 — x)g 1 f

(—00,0) | - + - | concava hacia abajo
(0,4) - + - | céncava hacia abajo
(4,6) - + - | céncava hacia abajo
(6,00) - - + | céncava hacia arriba

Intervalos donde f es céncava hacia arriba: (6, 00)
Intervalos donde f es céncava hacia abajo: (—o0,0), (0,4) v (4,6)
Punto inflexion: (6,0)

Asintotas:
Vertical: No tiene
Horizontal: No tiene ya que

hm 226 —1x) = 3/11m 2%(6 — x) = —oo (no finito)

2 _ 2( _
xgmoo /x2(6 x1_1>moow — ) = oo (no finito)

Oblicua: y = mx + b

, , 3 2 6 2_ 3 ,
mzhmmzhm —hmwx 2 — lfm /8=t — 5/ 1im 8 —1=-1
z—oc0 T Z—00 T—00 T—00 x x—00 ¥




b = lim f(z) —ma
Tr—r00
= lim v/22(6 —x) — (—1)z
T—00
26 _ 3
— lim (x*(6 — x) + 2°)

(YR w) 2 d/a6 ) + o

, 622
= lim 5
e <\3/x2(6 - x)) —z/x%(6 —x) + 22
) 6
= lim
T00 36,4 1225120 N/ 22 (6-2) 1
x2 T
6
= lim
T00 g_g_%+1_§/g_1+1
B 6
Col— (=1 +1
= 2
Ecuacion: y = —x + 2
Nota: La asintota oblicua hacia —oo tambifen es la recta y = —x + 2 (dejar de ejercicio a los
estudiantes)

Calculo primera derivada



o) = (Ya26-n)
_ % (26— 2)) " F (a2(6 — )
_ 22(6 — ) — 2?
3 (22(6 — 2))?
_ (4 —x) 2
(22(6 — x))*
I C )
x5 (6 —x)3

Calculo Segunda derivada:
Sea w = =)

x3(6—x)72§

Entonces,
In(w) =In(4 — x) — %ln(x) — %ln (6 — )
Asi
w1 1y 2 Z3e6oe)-(oa)(6-a) () _ —3e(6—2)+3(4—z)(z—2)
w 4—z 3x 3(6—zx) 3z(4—x)(6—x) - 3z(4—z)(6—x)
es decir,
w _ —z(6—z)—(4—z)(z—-2) __ -8
w z(4—2z)(6—x) T z(4—z2)(6—)
0

;o -8 _ - —8 _ -8
w=w (x(4—z)(6—a;)> T 603 ed D62 E6 08

. Con una lamina cuadrada de 10 cm de lado se quiere construir una caja sin tapa. Para ello,
se recorta un cuadrado en cada vértice. Determine la longitud del lado del cuadrado recortado
para que el volumen de la caja sea méaximo.

Solucién

Sea x la longitud del lado del cuadrado a recortar en cada vértice. Note que 0 < x < 5 (dominio)
Entonces, la base(cuadrada) de la caja tiene lado de longitud 10 — 2z y como &rea (10 — 2z)?
y la altura es x y, por lo tanto, el volimen de la caja es

v(r) = (10 — 22)%r = 100z — 402* + 42°

y
v'(x) = 100 — 80z + 122% = 4(25 — 202 + 32?)

Entonces, v'(z) = 0 si 25 — 20z + 3z% = 0, es decir, v = 2Oiv4600_300 = 20?0 = 10555, yr=>50
xr = g pero, x = 5 no estd en el dominio, por lo que el valor critico es x = g

Por otro lado, v"(z) = (4(25 — 20z 4 32%))' = —80 + 24z y v"(3) = =80 +40 = —40 < 0, lo

cual indica que v (g) = %cm?’ es un valor maximo del volumen. Asi, la longitud del lado del
5

cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea maximo es 3 cm.

. Hallar el punto sobre la parabola y = 4 — 22 en el que la recta tangente determine, en el primer
cuadrante, con los ejes coordenados un tridangulo de drea minima.
Solucion:



La recta que forma el tridngulo con los ejes coordenados es tangente a la funcion dada en algin
punto, denotado por (zg,yo), por ahora desconocido. Dicho punto debe ser tal que el area del
triangulo sea minima entre las areas de todos los posibles triangulos que pueden formarse en
el primer cuadrante con las diferentes rectas tangentes.

Note que si la recta es y = ma + b, entonces la base del tridngulo (rectdngulo) es B = —% y
la altura es H = b . Es de resaltar que la base y la altura del triangulo cambian con el punto
de tangencia.

Se tiene que: m = f'(xg) = =2z e yo = 4 — o y, por lo tanto,
b=1yo—mzo=4—x5 — (—2x0)10 = 4 + 77

Entonces, el area del triangulo estd dada, en términos de zy, como:

BH —2xb v (44 ad)?

A = —-— = m = -
(o) = =5 2 om 4z,
Asi,
A(o) = 2(4 + xf)dwo2wo — (4+25)4  (44a5) (daf —4—a3) (44 23) (32 —4)
v (4o)? B 423 B 42
A(xg) =0si (4+22) (3z3 —4) = 0y como 4 + z # 0, debe ocurrir que 3x3 — 4 = 0, es decir,
Ty = % (o debe ser positivo para que el tridngulo se forme en el primer cuadrante), entonces,
Yo = 4 — {L‘(z) = %
) (323~ TE— x
Entonces,

A" (o) = % + %xo que es positivo para cualquier valor xy positivo, en particular, A”( %3) > 0,

es decir, A(%g) es un valor minimo. Por lo tanto, el punto sobre la parabola y = 4 — % en el

que la recta tangente determina en el primer cuadrante con los ejes coordenados un tridngulo

2v3 8.

de drea minima es el punto (=%=, 3



