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MAT1107 — Introduccién al Célculo

Solucion Tarea

1. Sean a, b y ¢ la medida de los lados de un tridangulo y A su area. Demuestre que

a?+ b2+ 2> 434,

Solucién. Si el tridngulo es equildtero entonces su altura seria av/3/2 y su area a®v/3/4, por lo tanto
se cumplirfa la igualdad. Sean a el lado de medida mayor y h la altura trazada desde el vértice A como
se muestra en la Figura 1: D

Figura 1 Figura 2

Considere un triangulo equilatero BC'D y las medidas = e y como lo muestra la Figura 2.

A Aplicando el teorema de Pitdagoras al tridngulo
| b PAC se obtiene que
cC |
hi a 2
| b2:<—+x) + h?.
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De manera similar, aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo PAB obtenemos

= <g—z>2+h2.



3
Ademas el tridngulo equildtero BC'D (Figura 2) tiene altura H = TG’ entonces se cumple que

3 3
£a:y—i-h:>h:£a—y.

2 2
Entonces sustituyendo los valores de b? y ¢? se ve que

2 2
a?+ b+ 2 —4AV3 = a2+<9+x) +h2+(9—x) + h? — 2ahV/3

2 2
a® a®
= a2+z+ax+x2+z—ax+x2+2h2—2ah\/§

3
= §a2 +22% + 212 — 2ahV3

= ga2 + 22° + 2h(h — aV/3)

3
= §a2+2x2+2 —a—y 7a—y—a\/§>

2
3 3 3
= §a2+2x2+2 ga—y —ga—y>

3 3
= §a2+2x2—2 —a—y £a—i—y)

= —a“°4+22°—-2|-a“—
2a ( 4a Y
= 2($2 + y2) >0
como queriamos probar.

Puntaje Pregunta 1.

= | punto por considerar las variables x e y que miden cuanto le falta al triangulo ABC para ser
equilatero.

1 punto por usar el teorema de Pitdgoras y obtener expresiones para b? y ¢ que dependen de a,

xy h.

1 punto por expresar la altura h en términos de a e y.

2 puntos por obtener que la expresion a? + b% + c? — 4Av/3 = 2(2? + y?)

1 punto por concluir que la expresién 2(x? + y?) no es negativa.

Nota. En caso de que los alumnos se encuentre lejos de la solucién, sugerir la figura 2 para intentar
llegar a una solucion.



2. Resuelva la siguiente inecuacién

Solucién. Las restricciones de la inecuacién son x # 1 y x # —1. Observe que la inecuacién es
equivalente con resolver
|l —2[ = 3| = 4[] — 1] .

Aqui los puntos criticos se obtiene de resolver las ecuaciones z = 0, |[x|—1=0,2—2=0y |[z—2|-3 =0,
resolviendo se obtienen los siguientes puntos criticos:

Notemos que

z] -1 <0 <= |z|<l<= —1<z<1
lz] 120 «— |z|21l<=2z<-1 o z2>1

Por lo que se tiene que

||x‘_1‘:{|zz|—1 six € (—oo,—1]U|[1,00)
—(lz] =1) size(-1,1)

De manera similar, se puede ver que

|lx — 2| -3 six € (—oo,—1] U [5,00)
lz —2|=3| = .
—(lz—2|—=3) size(-1,5)

Usando la informacién proporcionada en (1) y (2) y separando el andlisis en casos obtenemos
s Caso 1: Para x € (—o0,—1) tenemos que resolver
v =2 =3 > 4(|z| - 1)
que en este caso es equivalente a resolver
—(x—2)—=3>4(—x—1).
Lo que equivalente a © > —3/4 = z € (—%, oo). Luego la solucién es
S1=(—o0,—1)N(=3/4,00) =2 .
» Caso 2: Para x € (—1,0) tenemos que resolver
e =243 > 4(—|a] + 1)
que en este caso es equivalente a resolver
(—=2)+3>4(x+1).
Se sigue que x < —1 = x € (—o0, —1). Luego la solucién es

Sy =(~1,0)N (—00,~1) = &.



» Caso 3: Para x € [0,1) tenemos que resolver
—|x—2|+3>4(—|z| +1)
que en este caso es equivalente a resolver
(r=2)+3>4(—x+1).
Se sigue que x > 3/5 = = € [3/5,00). Luego la solucién es
Sy =10,1)N[3/5,00) = [3/5,1).
» Caso 4: Para z € (1,2) tenemos que resolver
—|x—=2|+3>4(—|z| +1)
que en este caso es equivalente a resolver
(x—2)4+3>4(zx—1).
Se sigue que = < 5/3. Luego la solucién es
Sy =1(1,2)N(—00,5/3] = (1,5/3] .
» Caso 5: Para = € [2,5) tenemos que resolver
—|x—=2|+3>4(|z] - 1)
que en este caso es equivalente a resolver
—(x—=2)+3>4(x—1).
Se sigue que x < 9/5 = = € (—00,9/5]. Luego la solucién es
Ss =1[2,5)N(—00,9/5] =2 .
s Caso 6: Para x € [5, 00) tenemos que resolver
[z —2[ =3 =>4(z[ - 1)
que en este caso es equivalente a resolver
(x—2)—3>4(x—1).
Se sigue que x < —1/3 = x € (—oo0, —1/3]. Luego la solucién es
S5 = (5,00) N (—o0,—1/3] =@ .
Por lo tanto la solucién final es

Sp=51U85%US3US4US;USs = E,l)u(l,g} .



Puntaje Pregunta 2.
= | punto por mostrar los puntos criticos y las restricciones. En caso de no obtener todos los puntos
criticos senalarlo en la revisién (Faltan puntos criticos).

= | punto por establecer los intervalos en donde la expresién || — 1 es positiva y negativa. En caso
de no establecer este hecho indicarlo en la correccion.

= | punto por establecer los intervalos en donde la expresién |z — 2| — 3 es positiva y negativa. En
caso de no establecer este hecho indicarlo en la correccion.

= (0,5 puntos por establecer las soluciones en el caso 1.
= (0,5 puntos por establecer las soluciones en el caso 2.
= (0,5 puntos por establecer las soluciones en el caso 3.
= (0,5 puntos por establecer las soluciones en el caso 4.
= 0,5 puntos por establecer las soluciones en el caso 5.

= (0,5 puntos por establecer las soluciones en el caso 6.



3. Sea f:(—1,00) — R dada por

x
€T) =
/() 1+

a) Pruebe que f es estrictamente creciente.

b) Demuestre que f es acotada superiormente
Solucién.
(a) Sean x,y € (—1,00) con = < y entonces

Y x
J— x — R —
fy) = f(x) e

ylr+1)—z(y+1)
(y+1)(x+1)
TYy+y—ry—2
(y+1)(x+1)
_ y—=
S wrnesn

La ultima desigualdad se debe a lo siguiente que siz <y =y—2 >0,siz>-1=2+1>0
ysiy>—-1=y+1> 0, es decir, tanto numerador como denominador son positivos. Luego,
fly) — f(z) > 0= f(x) < f(y). Por lo tanto, f es estrictamente creciente.

(b) Sabemos que 0 < 1 sumando ambos lados en la tltima expresién por z, obtenemos z < x+ 1. Como
r > —1= x+1 >0 entonces al multiplicar a ambos lados de la desigualdad anterior por 1/(z+1)
no se invierte la desigualdad, luego

<1= <1Vz>-1.
g <1=fl@)<1Va

Por lo tanto, f es acotada superiormente.

Puntaje Pregunta 3.

= 3 puntos por mostrar que f es estrictamente creciente.

= 3 puntos por mostrar que f estd acotada superiormente.



4. Dadas las funciones

o) 2 — g2 siv3<a<2,
xr) =
1—vVa2—-4 siz< -4

con Dom(g) = (—o0, —2v/2) U [0,1] tal que f = h~log.

a) Demostrar que f y g son funciones inyectivas.

b) Hallar la funcién h.
Solucioén.

a) Mostraremos que f es inyectiva.

» Caso 1. 21,75 € [V/3,2].
fla) = flzs) = 2-21=2-15= 2] =15 = |1| = |22

Como x1 y x5 son positivos se sigue que x; = Ts.

» Caso 2. 21,19 € (—00, —4]

flr)=f(za) = 1—/a?—4=1—/23 —d=2" —4=20] 4= |11| = |1y

Como 7 y x5 son negativos obtenemos que |x1| = |vo| = — 1 = —19 = 11 = 9.
s Caso 3. 71 € [V3,2] y 25 € (—o0, —4]

f(r)=f(r) = 2—af=1—/a3—d=a]= /23 -4+ 1= || =/ [J2i—4+1

= I = x3—4+1

Como z; € [v/3,2] entonces

— 3<\Jri-4+1<4
— 2< /22 —-4<3
— 4<25-4<9
— 8<25<13
— V8 |z < V13
Como x5 es negativo se sigue que\/gg—x2<\/13<:> — V13 < 29 < —v/8 lo cual es una

contradiccion con el hecho de que la o < —4.



Por lo tanto, f es inyectiva.

Ahora mostraremos que g es inyectiva. Notemos que la funcion g se puede escribir en la forma

—(22—-4)—-3 si0<zx <1 V1i—2?2 si0<z<l1
o) = VP A3 = -

2 —4-3 six < —2¢2 22 —T7 sizx<—2V2

» Caso 1. xy, 15 € [0, 1]

g@) =glm) = Jl-at=\l-d=1-d=1-af=|n| = |

Como x1 y w9 son positivos se sigue que r; = 5.
» Caso 2. 71,15 € (—00, —2v/2)

g(xy) = g(9) = :5%—7:\/x§—7:>:)3%—7::£§—7:>|551|:|:£2|

Como z7 y x5 son negativos obtenemos que |z1| = |12 = — 21 = —x9 = 17 = To.
» Caso 3. 71 € [0,1] y 22 € (—00, —2v/2)

g(z1) = g(x2) = \/1—36%2\/x§—7:>1—xf:x§—7:>xf:8—x§

= |z =4/8 — 23

Como x; es positivo entonces 1 = /8 — z3. Ademds, z; € [0, 1] por lo que

0</8—13<1l = 0<8—22<1l= —8< —22< -7
— 8>l >T=—= V7 < |z < V8
Como x5 es negativo entonces VT < =19 < V8= —2V2 < 15 < —V/T7 lo cual es una
contradiccion con el hecho de que x5 < —24/2.
Por lo tanto, g es inyectiva.

1

b) Sabemos que f = h™'og. Como f y g son inyectivas existen las funciones f~! y g~!, entonces

1

f=hloge=fogl=hTtogog e fog ' =h""

Se sigue que h = (fog )™t = go f~!. La inversa de la funcién f es
V2—1x si —2<r< -1

f 7 x) =
—/(1—2)2+4 siz<1-V12

Para determinar la composicién g o f~!, primero determinaremos el dominio

z € Dom(go f') <= (z€Dom(f™"))A(f () € Dom(g))
— (ze(—00,1=VI2)U[-2, -1 A (f Y (z) € (=00, —2V2) U [0,1])

separando el andlisis en casos



» Caso 1. x € [-2,—1]

f U (z) € (—00, —2v2)U[0,1] <= V2—z¢€ (—o0,—2v2)U]0,1]
— 0<V2—r<1<=0<2—r<1<=1<z<2

Como z € [—2, —1] obtenemos en este caso el conjunto Sy = [-2, —1] N [1,2] =
» Caso 2.z € (—o0,1 —/12]

f Y z) € (=00, —2v2) U [0,1] (1—2)244 € (—o0,—2v2)U[0,1]

VA =22 +4<-2V2=2V2< /(1 —2)>+4
8<(l—2)+d4<=4<(1-2)?
2<|l—z|<=l1l—-2<-2 6 1—x>2

3<zr 6 r<-—1

€ (3,00) U (—00,—1)

1reeee

En este caso el conjunto Sy = (—o00,1 — v/12) N [(—o0, —1) U (3, 00)] = (—o00, 1 — /12).
Por lo tanto, Dom(g o f~!) = (—o0,1 — v/12) y esta dada por
h(z) = (gof)(z)=9g(f 1( ) =g(=v (1 —x)*+4)
S (TR s e T S gy e S/ e 3

Puntaje Pregunta 4.

= 1,5 puntos por mostrar que f es inyectiva.
= 1,5 puntos por mostrar que g es inyectiva.
= 1,5 puntos por obtener que h = go f~1.

= 1,5 puntos por obtener explicitamente la funciéon A y su dominio.



5. Demuestre que si z,, > 0 para todon € Ny lim

Tn+41 ,
=a < 1 entonces lim z,, = 0.
n—00 I, n—oo

Solucién. En efecto, tomemos ¢ € R con a < ¢ < 1. Entonces 0 < x,41/z, < ¢ para todo n
suficientemente grande. Se sigue que

Tn+41

0<:£n+1:< )'$n<61’n<l’n,

n

luego, para n suficientemente grande, la sucesién (x,) es mondtona decreciente y acotada por 0 por

abajo. Entonces {z,} es convergente. Sea b = lim xz,. De x,,1 < ¢z, para todo n suficientemente
n—oo

grande resulta, haciendo n — oo, que b < ¢- b, esto es (1 —¢)b < 0. Como b >0y 0 < ¢ < 1 concluimos

que b = 0.
;. Tntl .
Otra Forma. Tomemos ¢ € R tal que a < ¢ < 1. Dado que lim oy y x, > 0 entonces existe N
n—o0 ,j(,’n
tal que
x
il <c Vn>N.
Tn
Luego,
Tn+1
0 < Tpy1 = n
T
Tn
< ¢y =c Tp—1
Tp—1
S 02 *Tp—1
es decir, 0 < 2,41 < b, y como
lim b, = lim " "oy = oy lim VT =0
n— 00 n—00 n—oo

0
luego por el Teorema del Sandwich

lim z, =0.
n—oo

Puntaje Pregunta 5.

= 2 puntos por mostrar que x,, es mondétona.
= 2 puntos por mostrar que z,, estd acotada inferiormente.

= 2 puntos por encontrar el limite.



Puntaje Pregunta 5. Otra forma

= 4 puntos por mostrar que 0 < 7,1 < N lay

= | punto por usar que lim ¢" = 0.
n—oo

= 1 punto por encontrar el limite.



6. El siguiente método iterativo para obtener, con error tan pequeno cuanto se desee, raices cuadradas de
un numero real a > 0 ya era conocido por los babilonios 17 siglos antes de la era cristiana. Se toma de
forma arbitraria un valor z; > 0 y se define inductivamente

1 a
l’n+1:§ $n+x— .

a) Use la sucesion iterativa para calcular v/11 con 6 decimales exactos tomando z; = 1.

b) Demuestre que la sucesién (z,,) converge a +/a.
Solucioén.

a) Tenemos que

1
r o= (1+11)=6
1 11 47 —
pum —_ _— = — = ]_
T3 2(6—{— 6) D 3,916
1 /47 11 3793
= (=4 =212) =220 = 3,362 2
Ty 2(12+47 ) 1123 3, 36258865
1 /3793 11-1128
T5 = 5(1128+ 3793 )—3,316938935
1 11
Tg = —<x5+—):3,316624805
2 Ty

donde en 5 iteraciones hemos obtenido 6 cifras decimales exactas. Después del punto, la séptima
cifra es incorrecta.

b) Notemos que para todo x # 0 se tiene [z + a/x]*> > 4a. En efecto, desarrollando el cuadrado y
pasando 4a al primer término, vemos que esta desigualdad es equivalente a afirmar que (r—a/z)* >
0, lo que es obvio. De aqui resulta

2
9 1 a
xn+1:Z(xn+_) = a

Tp
para todo n € N. Ademés, si 2% > a entonces [z + a/z]* < 2. En efecto,
a <= [z +a/2)*/4 < [v+2*/2]*/4 = 2”.

Como z2,, > a para todo n, se sigue que 2., < 2, luego z,42 < Zpy1, pues son NUMEros

positivos. Por lo tanto, inclusive si x; < y/a, siempre se cumple x5 > x3 > 24 > -+ -, con 2 1 =a
para todo n. Por lo tanto, existe ¢ = lim z,,. Haciendo n — oo en la igualdad =, 11 = [z, +a/z,]/2
n—oo

obtenemos ¢ = [c + a/c]/2, de donde ¢* = a, esto es lim x, = \/a.
n—oo



Puntaje Pregunta 6.

= 1,5 puntos por iterar 5 veces la sucesién para obtener 6 cifras decimales exactas.
= 1,5 puntos por mostrar que x, es monotona.
= 1,5 puntos por mostrar que x,, es acotada.

= 1,5 puntos por calcular el limite.



