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Pregunta N°1. [6 puntos] Determine el conjunto solucién de la siguiente inecuacion:

lel e =2l _
x?—1 -

Solucién. Notamos inmediatamente que el intervalo Sp = (—1,1) es sub-conjunto del conjunto solucion,

puesto que z* — 1 < 0 para todo = € (—1,1), y asf:

||z = = = 2]]

2 1 <0<?2 \V/ZEESO.

Por ende, debemos analizar el caso z € (—oo, —1) U (1, +00) (notemos que z = —1 y = 1 no pertenecen
al conjunto solucién), siendo = = 2 el punto critico de la inecuacién (perteneciente al conjunto solucién).
e Siz € (—oo,—1) entonces ¥ —2 < —3 y 22 — 1 > 0; la inecuacién queda:
= -2 2
| —z+ 2 —2 <9

<~

< <2 — 2’>2 = z€(—00,—V2U[V2 400).
x2—1 x?—1

Luego, ponemos

Si = (00, —1) N |(—00, —V2] U [V2, +00)| = (—o0, —V2].

e Siz € (1,2) entonces z — 2 < 0y 2 — 1 > 0; la inecuacién queda:

|:17—|—m—2|<2 r—1

T S x2_1§1 — z+4+1>1 <= z€][0,+0).

Luego, ponemos
Sy =(1,2)N[0,400) = (1,2).

e Siz € (2,+00) entonces x —2 > 0y 22 — 1 > 0; la inecuacién queda:

—r42 2
%gQ = <2 = 22 & ze(-00, VU2 +).
xr< — xr< —

Luego, ponemos

Recordando que z = 2 pertenece al conjunto solucién, se concluye que

S=8USUSUS;U{2} = (—o0, —v2| U (=1,1) U (1, +00).



Criterio de Correccién (CC) - Pregunta N°1.
(CC1) 1 punto por identificar a Sy = (—1, 1) como sub-conjunto del conjunto solucién.

(CC2) 1 punto por identificar a x = 2 como el punto critico de la inecuacién (perteneciente al conjunto
solucién).

(CC3) 1 punto por hallar, en forma justificada, el conjunto solucién S;.

(CC4) 1 punto por hallar, en forma justificada, el conjunto solucién Ss.

(CC5) 1 punto por hallar, en forma justificada, el conjunto solucién Ss.
)

(CC6) 1 punto por escribir correctamente el conjunto solucién final S.



Pregunta N°2. Considere la funcién definida a través de la siguiente asignacion:

()

R
x| 1

funcién biyectiva. Ademds, determine la funcién inversa f~!: B — A.
Solucion.

(a) Dado que |z| > 0 para todo = € R, se deduce que
Dom(f) =R.

Ademas, para cualquier z € Dom(f) se tiene que

X

flx)=0 EESha

0 <= x=0,

con lo que = 0 es el tnico cero de f. Finalmente, para cualquier x € Dom(f) se tiene que

—X T

A T T

_f(x) ’
con lo que f es una funcién impar.

(b) Dado que f es una funcién impar, basta demostrar que f es estrictamente creciente en (0, +00).
Para ello, sean z,y > 0 con x > y. Sigue que:

1 1 1 1 r+1 y+1 x Y
- <- = 1+-<I1+- </ = > —
Ty x Y x Y r+1 y+1
esto es, f(x) > f(y).
(¢) Dado cualquier x > 0, sigue que:
fl@) = ——>0
r+1~ 7

y ademas

x r+1
T) = < =1

/() r+1 z+1

y asi, 0 < f(z) < 1 para todo = > 0. Por otra parte, dado = < 0, se tiene que —z > 0. Siendo f

impar, sigue que:

?

0<f(-2)<1 = 0<—f(r)<l = —1<f(z)<0.

En conclusién, —1 < f(z) < 1 para todo = € Dom(f).



(d) Como f es estrictamente creciente en todo R, ha de ser inyectiva en R. Luego, debemos determinar
el mayor conjunto B C R tal que f : R — B resulta ser una funciéon epiyectiva. En base a lo
demostrado en el inciso (c), tomemos y € [0,1) y hallemos = > 0 tal que

z Y
T+ 1 y < Z

flx)=y

Por su parte, tomemos y € (—1,0) y hallemos = < 0 tal que

T )
—z+1 7 Tty

fla)=y <<=

En conclusién, la funcién f : R — (—1,1) es epiyectiva, y entonces, biyectiva. Su inversa viene
dada explicitamente por la féormula:

ST ) =1 _y|y| vy e (-11).

Criterio de Correccién (CC) - Pregunta N°2.
(CC1) [(a)] 0.5 puntos por determinar el dominio de f.
(CC2) [(a)] 0.5 puntos por demostrar que el unico cero de f es x = 0.
(CC3) [(a)] 0.5 puntos por demostrar que f es impar.
(CC4) [(b)] 1.5 puntos por demostrar que f es estrictamente creciente en su dominio.

(CC5) [(c)] 1.5 puntos por demostrar que —1 < f(z) < 1 para todo x € Dom(f).

) [(
) [
) [
(CC6) [(d)] 0.5 puntos por demostrar que f es inyectiva en R.
) [(
) [

(CC7) [(d)] 0.5 puntos por demostrar que f: R — (—1,1) es epiyectiva.

(CC8) [(d)] 0.5 puntos por hallar la funcién inversa f~!: (—1,1) — R.



Pregunta N23. Calcule los siguientes limites:

(a) [3 puntos] lim (ﬂ+1>ﬁ.

n—+oo \ 3 + n2
V2 —n+1-2
(b) [3 puntos] lim nwont .
n—-+o0 n+1

Solucion.

(a) Para todo entero n > 1 se tiene lo siguiente:

9 n2 9 n2 _ n2 B 34n2 31%
LA Y o et R (PR R R (B
3+ n? 3+ n? 3+ n? 3+ n?

Definamos a;, = 3 + k? para todo k > 1, de modo tal que klim ap = +00, y asi:
—+00

) -2\ 1
lim (14— ) =-. (E2)
k—+00 ag e

Como lim % = 1, por algebra de limites se concluye que:

k—+o00 3+
R D N
lim = lim 1+ — =—.
n—+oo \ 3 + n? n—-+o00 an, e2

(b) Para todo entero n > 1 se tiene lo siguiente:

\/nQ—n+1—2n_\/n2—n~|— —2n Vn?—-n+1+2n
n—+1 n+1 vni—n+1+2n

B n? —n+1—4n?

C (n+ D)V =n—+1+2n)

—3n2—-—n+1

[z~

de donde se deduce, por dlgebra de limites, que:

vn?—n+1-2n -3-14+4 -

lim 1 = lim
S T (Vi)




Criterio de Correccién (CC) - Pregunta N°3.
(CC1) [(a)] 1 punto por re-escribir el limite propuesto en la forma (E1).
(CC2) [(a)] 1 punto por calcular el limite en (E2).

(CC3) [(a)] 1 punto por calcular correctamente el valor del limite propuesto, apelando al algebra de limites.

vVn2—n4+1-2n vVn2—n—+1+2n
or
n+1 P Vvn?2—n+1+2n

(CC4) [(b)] 2 puntos por multiplicar la expresién

, V posterior-

1
mente por ”TQ, llegando a la expresién (E3).

n2

(CC5) [(b)] 1 punto por calcular correctamente el limite propuesto, a partir de la expresién (E3).



Pregunta N24. Resuelva las siguientes ecuaciones en la variable x € R:
(a) [3 puntos] e* +e~* = 3.
(b) [3 puntos| log,(a) + log,(b) = ¢, siendo a, b, c > 0 tres nimeros dados.
Solucién.
(a) Para todo x € R se tiene lo siguiente:
efte T =3 = ("+e e =3" = ¥ —-3"+1=0.

Ponemos y = e*, con lo que la ecuacién anterior queda:

2 2

b5

(b) Inmediatamente notamos que x € (0,400) \ {1}. En tal caso, re-escribimos la ecuacién planteada

3—vH 3 5
V¥ -3y+1=0 — ye{ \/_, +\/_},

es decir:

de la siguiente manera:

log,(a) +1log,2(b) =c <= }28 + liln((::?)) =c <= EEZ; + 21&(2) =c,
por lo que ) ) ) e
In(z) = - (hl(a) + 5 1n(b)> = In (a\/l_)> =In ((a\/l_)) ) :

Dado que el logaritmo natural es una funcién inyectiva en (0, +00), se concluye que:

= (m)”e |

Criterio de Correccién (CC) - Pregunta N°4.

(CC1) [(a)] 1 punto por multiplicar la ecuacién propuesta por e* y llegar a la identidad e** — 3e® + 1 = 0.

(CC2) [(a)] 1 punto por introducir el cambio de variable y = e* y resolver correctamente la ecuacion
cuadratica y*> — 3y + 1 = 0.

(CC3) [(a)] 1 punto por expresar correctamente el conjunto solucién en la variable z.
(CC4) [(b)] 2 puntos por aplicar las propiedades del logaritmo y re-escribir la ecuacién propuesta como

In(z) = In ((aﬂ) UC) .

(CC5) [(b)] 1 punto por despejar el valor de z, apelando a la inyectividad del logaritmo natural.



