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MAT1107 — Introduccién al Célculo

Solucién Interrogacion N° 6

1. (a) (3pts) Sean f:R — Ry g : R — R funciones biyectivas. Pruebe que f o g es biyectiva y que
(fog) =g o f".
(b) (3pts) Sea f:[0,1] — [0,1] la funcién definida por
flx) =2 -2z +1.

Sabiendo que f es estrictamente decreciente, lo que no debe probar, demuestre que f es biyectiva
y calcule su inversa.

Solucion.

(a) Sea = € R. Veamos que
(fog)o(g tof ™)) =follgog ™ )(f ()] = fof(z) =u. (1)

y que
(gt ofNo(fog)x) =g o[(f o f)lg@)] =g ogx) == (2)

Luego, dado que (f o g)o (g7 o f71) = (g7 o f7') o (f o g) = Idg, concluimos que (f o g) es
biyectiva y su inversa estd dada por g~ o f~1.

(b) Dado que f es estrictamente decreciente, deducimos que f es inyectiva. Por lo tanto, para probar
que es biyectiva, basta con mostrar que es sobreyectiva. Sea y € [0, 1]. Afirmamos que 3z € [0, 1]
tal que y = f(x). En efecto,

y=f(z) &= y=1-2V2+1 = (Va-1)* <= Jy=|Va—1|=1-Vr = (1-/y)* =z €[0,1].
Luego, f es sobreyectiva y por lo tanto biyectiva. Ademés, =1 : [0,1] — [0, 1] estd definida por

@) = (1= Vo)

Puntaje Pregunta 1.

(a) 1 punto por (1), 1 punto por (2) y 1 punto por concluir.

(b) 0.5 puntos por indicar que f es inyectiva, 1.5 puntos por probar que f es sobreyectiva y 1 punto
por encontrar f~!.



2. Sea b € RT\ {1} y considere la funcién biyectiva f : R — Rec(f) definida por

bt — b
fla) = .
Halle la inversa de la funcién f(x).

Soluciéon. Debemos despejar x en funcién de y en la ecuacion
bt — b
y=f)=y=—5—.
Multiplicando por 20", obtenemos
2b” = 0¥ — 1 <= b* —2b* —1=0.

Esta tltima ecuacién es de forma cuadratica, ya que si hacemos z = b, resulta 22 — 2yz —2 = 0.
Por tanto, despejando z, o sea b”, aplicando la férmula de la ecuacion cuadratica, se obtiene que

2
b 2y:|:\/24y +4:yjE g

Descartamos el signo menos ya que b* es siempre positivo y 1/y% + 1 > vy, se sigue que

VW=y+\Vy?+l<=z=log(y+Vy>+1).

Por lo tanto, la funcién inversa es f~1(x) = log,(z + Va2 + 1).

Puntaje Pregunta 2.

= 2 puntos por resolver y = f(z) y obtener una ecuacién cuadratica realizando el cambio z = b*.
= 2 puntos por usar la ecuacién cuadratica y descartar el signo menos.

= 2 puntos por resolver la ecuacién b* = y + /y? + 1 y exhibir la inversa de f(x).



