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MAT1107 — Introduccién al Célculo

Solucién Interrogacion N° 5

1. Considere la funcion real de variable real definida por

fla) =~

_r
(34 a2)?

(a) (0.4pts) Demuestre que f es impar.
(b) (2pts) Sean x1, x5 € [0, 00). Muestre que

(z1 — 32) 2 2
f(x1) — f(x2) = — B x%)2(3 T x%)Q 9 — 2129(6 + 27 + 1179 + 73) ).
(c) (0.8pts) Deduzca de (b) que f es estrictamente decreciente en [0, 1].
(d) (0.8pts) Deduzca de (b) que f es estrictamente creciente en [1, 00).
(e) (1pt) Deduzca de las partes anteriores la monotonia (por intervalos) de la funcién en (—oo,0].
(f) (1pt) Bosqueje el grafico de f.
Solucion.

(a) f(—z) = e +(_—:c)2)2 = Gt 2P = —f(z), por lo que f es impar.

(b) Tenemos que

Al i) _$1(3+$§)2 —I2(3+I%)2

fo) = flz) = - Bt  Braar (3 +22)2(3 + 22)2

Por otro lado,

21 (3+22)? —29(3427)? = 21 (94+6234+25) — 29 (94622 +27) = (21 —23) —62 129 (21 —19) —T1 20 (25 —23).

i , ue z7 — x5 = (r1 — x2) (2] + x122 + 75), ui u
Finalmente, usando que z3 3 22 + x129 + 22), concluimos que

1’1(3 + 1’3)2 — 1’2(3 —+ 1’%)2 = (Il - ZL’Q) (9 — $1$2(6 -+ LE‘% + x129 + l’g)) y
de donde se deduce la igualdad pedida.
(c) Sean mq,x9 € [0,1] con 27 < x9. Notando que
9 — 2129(6 + 27 + 1wy +23) >9—1(64+1+1+1) >0,

y que % < 0, obtenemos f(z;) — f(xe) > 0 <= f(x1) > f(xa), es decir, f es

estrictamente decreciente en [0, 1].



(d) Sean xy,x9 € [1,00) con x; < x3. Notando que
9 —wy(6+ 27 + a0 +23) <9—1(6+1+1+1) <0,

y que % < 0, obtenemos f(z;) — f(xe) < 0 <= f(x1) < f(xa), es decir, f es

estrictamente creciente en [1, 00).

(e) Dado que f es impar, de la parte (c¢) deducimos que f es estrictamente decreciente en [—1,0] y de
la parte (d) que f es estrictamente creciente en (—oo, 1].

(f) f no tiene asintotas verticales y tiene a y = 0 como unica asintota horizontal. Ademas, (0,0) es
el tinico punto de interseccion con los ejes coordenados. De las partes anteriores deducimos que el
grafico de la funcién es como se muestra en la siguiente figura:

Y A

Puntaje Pregunta 1.

a) 0.4 puntos por mostrar que f(—z) = —f(z).

(
(b) 0.5 puntos por cada una de las 4 igualdades del desarrollo.

¢) 0.3 puntos por cada una de las primeras dos desigualdades y 0.3 puntos por concluir.

e

)
)
()
(d) Anélogo a la parte anterior.
) 0.5 por deducir cada uno de los dos intervalos de monotonia de la funcién
)

(
(e) 1 punto por el bosquejo.



1+4
2. Demuestre que la funcién f : (0, 00) — (0, 00) definida por f(x) = vyt es biyectiva.
x

Solucion.

= Para todo z1, 22 € (0,00) se tiene que

\/1—|—4l’1 . \/1—|—4Zl§'2

T i)
]_ —|—4£l§'1 ]_ —|—4£l§'2

f(x1) = f(z2) =

i
x5 + 41175 = 27 + dren]
(9 — z1) (2 + 1) + dz129(20 — 21) =0
(ro — x1) (29 + 21 + 4d2129) = 0

(21 = 22) V (22 + 1 = —4w122)

Prer

Como z1, 19 € R entonces 21 + 1o € RT y 2125 € RT por lo que 5 + 21 # —4x124. Se sigue que

r1 = x9. Luego f es inyectiva.

= Tenemos que

x> 0)(f(z) =y)
dxz >0 (m:y)

y € Rec(f)

H

( )

( )

(E|x>0)(1+4z—zy) (y > 0)
(Fx>0)(y*2®> -4z —1=0)A (y > 0)

(x> 0) (:)3:4i '21y62+4y2> A (y > 0)

[ |

Como para todo y se cumple que 16 + 4y* > 0 entonces Rec(f) = (0,00) = Codom(f). Luego f
es sobreyectiva.

Por lo tanto f es biyectiva.

Puntaje Pregunta 2.

= 3 puntos por probar que f es inyectiva.

= 3 puntos por probar que f es sobreyectiva.



