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MAT1107 — Introduccién al Célculo

Solucion Examen

1. Sea A € R. Considere la funcién definida por f(z) = 822 + Ax + A?. Escriba f en su formal normal,
determine el valor que debe tomar A\ de forma que f alcance su minimo en x = —2 y encuentre el valor
de minimo de la funcion para tal .

Solucidén. Escribamos primero f en su forma normal. Tenemos

2
f(:):):8<x2+é)+)\2:8<x+i) 8>\2+)\2.

8 16) 162
Para que f alcance su minimo en x = —2, necesariamente

A

— =2 <= \=32

16

Luego, el valor de minimo de la funciéon para A\ = 32 es

—8\?

T + A% = —-32+322 =32(32 — 1) = 32- 31 = 992.

Puntaje Pregunta 1.

= 2 puntos por escribir f en forma normal, 2 puntos por determinar A = 32 y 2 puntos por encontrar
el valor de minimo 992 (no descontar puntaje si escriben 32 - 31).



2
2. Considere la funcié =4/1— .
onsidere la funcién f(z) = 4/ T2

a) Encuentre el dominio de la funcién f.

b) Encuentre el recorrido de la funcién f.

2 r—1
J@=\1=15 =V

Solucion. Notemos que

a) Se tiene que

—= ((z—1)(x+1)=20)A(z#-1)
< z€(—00,—1)UJl,00)

Por lo tanto, A = Dom(f) = (—o0, —1) U [1, 00).

b) Tenemos que

y € Rec(f) = (FzeA)ly=[f(z))
— (erA)<y: i;i)

s w—1
= >
(y xH)A(y 0)

<$:1+yz)/\(y>0)

y#1)A(y=0)
y€[0,1)U(1,00)

reree

Entonces B = Rec(f) =1[0,1) U (1, 00).
Puntaje Pregunta 2.

= 3 puntos por calcular el dominio.

= 3 puntos por determinar el recorrido de f.



, » , 222 + Tx — 4
3. Considere la funcién racional r(z) = ——————.
224 —2
a) Determine los ceros, signos y la interseccién con el eye Y de la funcién r.
b) Determine las asintotas verticales y horizontales (si es que existen) de r.

c) Trace la gréfica de 7.
Solucién.

a) Los ceros de r satisfacen

r(r) =0+ =222 +Tr—4=0<= 22— 1)(z +4) = 0= (x:%)\/(x:—él).

Luego, r tiene dos ceros en z = —4 y en x = 1/2. Factorizando el numerador y el denominador se

obtiene
2%+ Tex—4  (2z—1)(z+4)

riw) = 22+r—2  (r—1)(z+2)°
Realizando la tabla de signos se obtiene los signos de la funcién:

—00 —4 —2 1/2 1 00
2r—1]| — — - + +
z+4 | - + + + +
r—1 — — — — +
T+ 2 — — + + +

+ — + — +

La interseccién con el eje Y ocurre cuando x = 0 =y = r(0) = 2, entonces la curva y = r(z)
corta al eje Y en (0,2).

b) El grado del numerador de r(z) es igual al grado del denominador, luego por el teorema de las
asintotas horizontales, y = % = 2 es una asintota horizontal. Notemos que el denominador es cero
cuando x = 1y & = —2, luego las rectas © = 1 y x = —2 son asintotal verticales de r.

c) El grafico de la funcién r se muestra a continuacién

-9 -8 -7 —6 -5




Puntaje Pregunta 3.

= | punto por realizar la tabla de signos.

1 punto por hallar los ceros y la interseccién con el eje Y.

1 punto por determinar las asintotas verticales.

1 punto por determinar las asintotas horizontales.

2 puntos por trazar la grafica.



- 1
4. Encuentre el valor de las siguiente suma E In (1 + E)
k=1

Solucidn. Considere la sucesion ¢, = log(k) entonces vemos que

n

im(u%) = 2111(%)
= iln(ml)—ln(z{;)

n
= E Ck+1 — Ck
k=1

Cny1 — C1
= In(n+1)—In(1)=In(n+1).

Puntaje Pregunta 4.

n 1 n
= 3 puntos por obtener la igualdad Z In (1 + E) = Z In(k+1) —In(k)
k=1 k=1

= 3 puntos por usar la propiedad telescépica.



5. Considere la sucesion definida mediante la recurrencia
2
Sy + -

5 n € N.

S1 = 2, Sp41 =

Sabiendo que v/2 < s, para todo n € N (lo que no debe probar), haga lo siguiente:
(a) (2.5pts) Pruebe que s,11—s, < 0 para todon € N, es decir, que (s,), es estrictamente decreciente.
Deduzca ademds que (s,), es acotada.

(b) (3.5pts) Deduzca que (s,), converge y calcule su limite.
Solucién.

(a) Tenemos

s2 42252 (V2+5,)(V2—s,)
Sptl — Sp = = <0,
28n 2Sn

donde la ultima desigualdad se deduce del hecho que s, > V2.

Lo anterior significa que (s,), es estrictamente decreciente, y por lo tanto s, < s; = 2 para todo
n €N, n > 1, lo que combinado con v2 < s, para todo n € N nos permite concluir que (Sn)n €8
acotada.

(b) De la parte (a) tenemos que (s,), es monétona y acotada, por lo que converge. Llamemos L al
limite. De v/2 < s, para todo n € N, deducimos que v/2 < L. Usando la relacién de recurrencia,
concluimos que

2 2
Y RY 8”+sn_L+f
L= lim s,,7 = lim =
n—oo

nsoo 2 2

donde usamos algebra de limites y el hecho de que (s,,41), es una subsucesion de (s, ),, por lo que

(V24 L) (V2 - L)
2L

converge a L. Luego,

=0 < L=12,

ya que L > V2.

Puntaje Pregunta 5.

(a) 1 punto por calcular s, 1 — s, factorizando el nominador, 1 punto por deducir que $,41 — s, <0
y 0.5 puntos por deducir que (s,), es acotada.

(b) 0.5 puntos por deducir que (s, ), converge a L, 0.5 puntos por probar que /2 < L, 0.5 puntos por
indicar que (s,.1), converge a L al ser subsucesién de (s,),, 1 punto por utilizar correctamente

algebra de limites para obtener la relacion satisfecha por L, 0.5 puntos por factorizar la relacion,

(V2+L)(v2-L)

5T =0y 0.5 puntos por deducir que L = /2.

es decir, obtener



6. Demuestre que

o 1125 -

Solucién. Definimos

Notemos que
1
0 S Sn S 21 n—2
n

Por &lgebra de limites, tenemos que

1 1
lim lQ(/ﬁ—Jz?lim Unlim —=2-1-0=0.
n

n—00 n—00 n—00 n2

Finalmente, por el teorema del sandwich, concluimos que

lim s, = 0.
n—oo

Puntaje Pregunta 6.

= 2 puntos por probar que 0 < s, < 2{’/5#, 0.5 puntos por indicar que /n — 1, 0.5 puntos por
indicar que # — 0, 1 punto por deducir con algebra de limites que lim,,_, [2 \Vﬁ#} =0,y 2

puntos por concluir por el teorema del Sandiwch que s, — 0.



