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MAT1107 — Introduccién al Célculo

Solucion Examen

1. Encontrar el coeficiente de 2™ en (1 + z)?".

Solucién. Usando el teorema del binomio
2n 2n 2n 2n
k=0 k=0

El coeficiente z™ se obtiene cuando k£ = n. Entonces el coeficiente que acompana a x™ es

(2: ) - gnzl" '

Puntaje Pregunta 1.

= 3 puntos por usar el teorema del binomio.

= 3 puntos por obtener el coeficiente.



n k+1

2. Calcule Z —_—

4k
k=1

Solucion. Tenemos que

Tomando r = % se ve que

Dt R

Puntaje Pregunta 2.

n 3 k
= 3 puntos por obtener que la suma es igual a .S =3 (—) .
k=1
= 3 puntos por calcular la suma.



) nt n3
3. Calcule nh_)rrolo <n3 —{ iy 1).

Solucion. Tenemos que

n? n? nt(n*+n+1)—n3n3-1)

mw—1 n24+n+1 (n3—1)(n2+n+1)
nS +n’+nt —n®+n?

n®+nt+nd—n2-—n-1
n® +n* 4+ nt
n®+nt+nd—n2—n-1
Amplificando por 1/n° vemos que
1
) n® +n*+nt ) n® +n* +nt o
m ——— 2 = lm 2 T
n—soomd +nt+nd—n2—n-—1 n—oon®+nt4+nd—n2—-n—-1 1
np
1, 1
_ 1+, 4+ _q
o nsoeol 4ty 11 1 o
n n? n3 n4 nd
Puntaje Pregunta 3.
= 3 puntos por realizar la diferencia y obtener que -2 — "% = n’4ntn’
P P y q n3—1 n2+n+1 n®+ni4n3—n2—n—1

= 3 puntos por calcular el limite.



4. Sea a, una sucesioén que satisface la siguiente desigualdad

6y/10 121 — 2
< <
\/ﬁ+1\an\ 2n

para todo n € N. Calcule lim —.
n—00 Uy,

Solucion. Notemos que

1
. lim Y gy, OV L fim —— =6
2
12n—2 . 12m—2 L 12=— 9
s lim = lim -T:hm = =6
n—00 n n—o00 n - n—o0 2 2

, 1 1 1
lim — = — = -
n—o0o @, lima, 6

n—oo

Puntaje Pregunta 4.

= 2 puntos por obtener los limites de la cota inferior y superior.
= 2 puntos por usar el teorema del sandwich y concluir que el limite de la sucesion es 6.

= 2 puntos por usar el dlgebra de limites y concluir que el limite pedido es 1/6.



5. Considere la sucesién definida por:

1+a,
ap =3, An+1 = 5 .
a) Pruebe por induccién que (V n € N)(a, > 1)
b) Pruebe por induccién que (V' n € N)(a,41 < ay,)

c) Pruebe que a, es convergente y encuentre su limite.
Solucion.

a) Definimos la férmula proposicional P(n) : a, > 1. Entonces, se tiene que

P(k‘) : ap > 1
Pk+1) @ a1 >1

= Caso base: P.D: a; > 1. En efecto, a; = 3 lo cual es mayor que 1.

» Paso inductivo: Supongamos que P(k) es verdadero. P.D: P(k + 1) es verdadero.
En efecto, usando la definicién recursiva vemos que

l+ay _ 1+1

> 1
2 2

Q41 =

en donde la desigualdad es consecuencia de la hipétesis inductiva.
Por el principio de induccién matemético concluimos que P(n) es verdadero para todo n € N.

b) Definimos la férmula proposicional Q(n) : a,41 < a,. Entonces, se tiene que

Q(k) ap+1 < ag
Q(k + 1) . Qg2 < Q1

» Caso base: P.D: P(1) es verdadero o equivalentemete que as < a;.
En efecto, por la definicién recursiva
. 1+ aq 143

= =2< =3.
2 2 “

a2
» Paso inductivo: Supongamos que P(k) es verdadero. P.D: P(k + 1) es verdadero.
En efecto, usando la definicién recursiva vemos que

14 Ak+1 14 (053
Ak42 = 9 < 5 = k41

en donde la desigualdad es consecuencia de la hipdtesis inductiva.

Por el principio de induccién matemético concluimos que Q(n) es verdadero para todo n € N.



c¢) Como {a,} esta acotada inferiormente (inciso (a)) y es mondtona decreciente (inciso (b)) conclui-
mos que la sucesién es convergente. Sea L = lim a,. Haciendo n — oo en la férmula recursiva se

n—oo
obtiene
1+ lim a
1 n n o0 "
fm gy = lm —— e lfm gy, = —
n—00 n—00 2 n—00 2
1+ L
— L= %
<— 2L=1+4+1L
<— L=1.

Puntaje Pregunta 5.

= 2 puntos por demostrar que la sucesién es acotada inferiormente.
= 2 puntos por demostrar que la sucesién es monoétona decreciente.

= 2 puntos por concluir que el limite existe y vale 1.



6. Use el hecho de que lim In(n) = 400 para verificar que

n—oo
lfm <M _ 1) —0.

oo\ In(n)

Solucion. Notemos que

In(n+1) | - In(n + 1) — In(n)
In(n) In(n)
_ m(®0)
In(n)

_ m<1+%)-m&)

= 0 y usando paso al limite obtenemos

Como lim In(n) = 400 entonces lim
n—oo n—oo ln(n)

| 1 1 1
o (20D ) O (1 ).
n—00 ln(n) n—00 n ln(n)
, 1 , 1
= ImIn( 1+ — - [ lim
n—oo n n—00 ln(n)

= In{1+ lim l - [ lim 1
n—oo N, n— 00 ln(n)
= In(1)-0=0

Puntaje Pregunta 6.

= 2 puntos por realizar la resta y obtener que mlgz:)l) —1=In(1+13). ln%n)'

= 2 puntos por concluir que lim = 0.

n—oo In

(n)
. , 1
= 2 puntos por concluir que lim In (1 + —) =1In(1) =0.
n

n—oo



