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Examen
MAT1107 - Introduccion al Calculo

(1) Resuelva la inecuacién

(6 puntos)

Solucion.

Reescribimos la inecuacién como

x?—4
r—4

—1>0,

que es equivalente a

2
- 1
Z_Z = x;x_ 4) > 0. (3puntos)

Mediante tabla de signo (2 puntos), vemos que el conjunto solucién corresponde a
(0,1) U (4,00). (1 punto)

(2) Para todo n > 1, sea a,, > 0. Demuestre que
n 2 n
(a) =3
=1 =1
para todo n > 1. (6 puntos)

Solucion.

La desigualdad se verifica para n = 1: a? > a?. (1 punto)
Supongamos que

k 2 k
(e) =30
j=1

j=1

para algin k£ > 1. (1 punto)



Luego,

j=1 j=1
k 2 k
= (Z CLj) + 26Lk+1 Z a; + CLiJrl

=1 =1
k k

> Z a? + 2ak41 Z a;+a;., (1.5puntos)
j=1 j=1

k
Z a? +ai,, (1.5puntos)
j=1
k+1
_ 2
- Z a;-

j=1

v

Se concluye por induccién. (1 punto)

(3) Esboce la grafica de la funcién

_laP —at

fla) =

(6 puntos)

Solucion.

Observamos que f(z) =0 si z > 0. (1 punto)
Si z < 0, tenemos que

—23
f(z) = . +931‘ (1 punto)
Vemos que f tiene una asintota vertical en x = —1 con
lim f(x) = +4oo, (1punto)
r——1+
lim f(z) = —oo. (1punto)
z——1"

Finalmente,

lim f(z) = —o00. (1punto)

Tr—r—00

Juntar todos los elementos en el grifico: (1 punto).

(4) (a) Sea a € R. Considere la sucesién dada por

a; = a,

Uny1 = ap+a™, n>1.

Calcule a;jp. (3 puntos)



-30

(b) Calcule el coeficiente que acompana a =" en la expansién de

(2 + (x2 + i>54>2
(3 puntos)

Solucion.

(a) Notamos que

n

a, = Z a’. (2 puntos)

Por lo tanto, si a # 1,

a0l _ 4

a—1 "

a0 = (0.5 puntos)

Sia=1,
ajpo = 100. (0.5 puntos)

54 1 108
2
T

54 108
54 108
_ 42 : ( ) 20— (54=3) } : < ) 2k .~ (108—k)
J=0 J

(b) Primero,

(- (3)")

8

4+4(:)32+

k=

54 108
— 4_|_4Z i4) 3j— 54 (128>x3k—108.

(2 puntos)
Por lo tanto tenemos que escoger j = 8 y k = 26. (0.5 puntos)

Luego, el coeficiente buscado es
54 108
4(8) + (26)' (0.5 puntos)

(5) (a) Usando la definicién, demuestre que

13
hmmzm
n—o00 n2—|—1

(3 puntos)

(b) Demuestre que el limite

2
i ™ cos(mn)

n—o00 7’L2 —+ 1

no existe. (3 puntos)

Solucion.



(a) Usando [n+ 1] > n, se obtiene

In+1]? n® n?
2+l “ R+l 4l
Vemos que
n? 1
n2—|—125’ Vn>1
Luego,
ln+1]3

n
1 > 3 (2 puntos)

Sea M > 0y sea ng > 1 tal que ny > 2M. (0.5 puntos)

Luego, si n > ny,

1 3
M > n > To > M. (0.5puntos)
n?+1 2 2
(b) Usamos subsucesiones. Sea
~ n?cos(mn)
Ton241
Luego,
: oo’
nll_}IIC}O agy, = nh_)n[olo po 1. (1.5 puntos)
Por otro lado,
. .o
nhg)lo Aopt1 = —TLILngO ol —1. (1.5 puntos)

Luego, el limite no puede existir.



