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Ademas de la estructura algebraica y de orden de los niimeros reales,
necesitamos hacer mediciones. Necesitamos describir las distancias
entre puntos. Estas son las propiedades métricas de los reales, por
tomar un término del griego para medida (metron).

Como es habitual, la distancia entre un punto x y otro punto y es

x —y o y — x dependiendo de cudl sea positivo. Asi, la distancia entre
3y —4 es 7. La distancia entre 7 y v/10 es /10 — 7. Para describir
esto en general requiere la funcién de valor absoluto que simplemente
hace una eleccién entre positivo y negativo.
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Observaciéon Otra forma de definir la funcién valor absoluto de un
nimero real es |x| = v'x2. Con esta definicién es sencillo ver que:

2 = Vo =

para todo x € R.
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Dado que el valor absoluto se define directamente en términos de
desigualdades (es decir, la eleccién x > 0 o x < 0), hay una serie de
propiedades que se pueden demostrar directamente a partir de las
propiedades de las desigualdades.
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Demostracion
Q SixeRentoncesx 200 x < 0.
En el primer caso se tiene [x| = x > 0y en el segundo caso
|x|] = —x > 0.
Por lo tanto |x| > 0
@ Usando la igualdad |x|?> = x? obtenemos que
X+ yP=(x+y)? =X+ 20 +y* =[x+ 20 + |y

Por el inciso 2, se tiene que xy < |xy| = |x]||y| y usando los
axiomas de orden vemos que

<Ixlly = 2xy 2|x||y|
= 2y +y? < 2xly] + ¥
Se sigue que
I+ y 2 < [xPP+2xlyl + y1? = (x| + Iy1)?-
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Por lo tanto |x + y|?> < (|x| + |y|)?. Usando el ejercicio 1 (mds abajo)
vemos que |x + y| < |x| + |y|.

EJERCICIO 1 Si 0 < a < b entonces v/a < V/b.
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EJEMPLO 1 Demuestre que para todo x,y € R se cumplen

Q x| —lyl<Ix—yl O |yl-IxI<Ix—yl

Solucién

@ Usando la desigualdad triangular, vemos que
X[ =Ix=y+yl=l(x=y)+yl<|x=y[+Iyl.
Hemos obtenido la desigualdad
x| < Ix =yl + 1yl
Sumando —|y| obtenemos
x| =yl < x =yl

@ Es similar para al inciso a.
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Usando la funcién valor absoluto podemos difinir la funcién distancia

La distancia entre dos niimeros reales x e y es

d(x,y)=|x—yl|.

Casi nunca utilizamos la notacién d(x, y) en célculo, prefiriendo
escribir [x — y| incluso cuando pensamos en ello como la distancia
entre los dos puntos. Asi, si una secuencia de puntos x1, X2, X3, ... Se
acerca cada vez mds a un punto ¢, tal vez deberiamos decir que
d(xn, ¢) se hace cada vez mas pequefio, enfatizando asi de que las
distancias se estan reduciendo; lo mas frecuente es escribir
simplemente |x, — c| y esperar que se interprete como una distancia.
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Las principales propiedades de la funcién distancia son solo
interpretaciones de la funcién valor absoluto. Expresados en el lenguaje
de una funcién distancia, son geométricamente muy intuitivos:

Q d(x,y)>0.

Q d(x,y)=0siysdlosi x=y.

Q d(x,y)=d(y,x). (simetria)
Q d(x,y) <d(x,z)+d(z,y). (Desigualdad triangular)
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Demostracién
@ Por el inciso 1 del teorema, d(x,y) =[x —y| > 0.
Q dx,y) =0« |x—y|=0
© Se tiene que

dly,x) =ly=x| = |=(x=y)l = | = 1| x—y| = [x=y| = d(x,y).
1

@ Usando el inciso 6 del teorema, vemos que

d(x,y) = x=y| = Ix=z+z—y| < [x—z|+|z—y| = d(x, 2)+d(z,y).
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Observacién |x| = a con a > 0siy solosi x =a o x = —a. En efecto,
se tiene que
_ 2_ .2 2_ .2 _ _
x| =a<=|x|"=a"<=x"=a"<=x=a 0o x=—a.

EJEMPLO 2 Resuelva la ecuacién |x — 1| = 3 e interpretarla
geométricamente.

EJEMPLO 3 Resuelva la ecuacién [3x — 5| +3 = 0.

EJEMPLO 4 Resuelva la ecuacién |x + 2| = |x — 1.
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EJEMPLO 5 Demuestre que la desigualdad |x — a| < ¢ es equivalente
con la desigualdad a — ¢ < x < a4+ €. Interprete estds desigualdades
en la recta real.

EJEMPLO 6 ;Bajo que condiciones se cumple la igualdad
x4yl =IxI+Iyl?
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