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Teorema del Binomio & Feiiorse
Para hallar un patrén en la expansién de (a + b)", observemos que

(a+b)} = a+b
(a+b)?> = a*>+2ab+ b?
(a+b)® = a°+3a°b+3ab”>+b°
( )* = a*+4a%b +6a%b* + 4ab® + b*
( )® = a°+5a*b+10a%H? + 102°b° + 5ab* + b
Los siguientes patrones sencillos emergen para la expresién de
(a+ b)"
Q Hay n+ 1 términos, siendo el primero a" y el dltimo b".

Q Los exponentes de a disminuyen en 1 de término en término, en
tanto que los exponentes de b aumentan en 1.

© La suma de los exponentes de a 'y b de cada término es n.
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Por ejemplo, observe lo que ocurre con (a + b)°.
Los exponentes de a disminuye

(a+b)5 = @ + 5%+ 10a°b? + 1022 + 5a° b* + b

Los exponentes de b aumentan:

5 =5 + 54"+ 10+ 102202 + 5a'b %+ b

(a+0b)

Usando los patrones podemos ver cual es la expansién de (a + b)8
escribiendo un signo de interrogacién para los coeficientes faltantes

(a+b)® = a®+2a"b+22°b? + 22503 +2a*b* + 223 % + 22260+ 2ab” 4 BB

Para completar la expansidn, necesitamos determinar estos
coeficientes.
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Triangulo de Pascal [§ reinienes

Los coeficientes de la expansién forman un tridngulo llamado tridngulo
de Pascal:

(a+0b)° 1

(a+b)! 1 1

(a+b)? 12 1
(a+0)? W 3 3 1
(a+0b)? 1 @4 © @ 1
(a+b)° 15 10 10 5 1

Todo elemento (que no sea 1) es la suma de los dos elementos que
estan diagonalmente sobre él.
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Se puede probar que el tridngulo de Pascal estd formado por los
coeficiente binomiales

;)
@ G
© 6
G 6 6 @
® 6 6 @ 6
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5 n n
EJEMPLO 1 Calcul .
J (0] Cacue<2>,(n>y<1)

<5> 5! 5! 5.4.31 5.4

2) T 2(5—2)1 2131 2.3l 2

(Z) - n!(nni n)l n,!7(!)! =1
@ = Tooy 1’7'((71_—11))|' -

=10
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Demostracion

° (njk) ~ (n— k)![nni (n—K] ~ (n —nl!<)!k! - (Z)
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Q@ Tenemos que

(o)« (
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n! n!

A= &)1 " kF Dl — (R + 11
(k+1)nl + (n— k)n!

(k+1)(n— k)
kn! + n! 4+ nn! — kn!

(k+1)I(n— k)!
nl(n+1)

(k+1)!(n — k)!

(n+1)! B (n+1)

(k+DI(n—k)!  \k+1
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Demostracion Demostraremos el teorema usando induccién sobre n.
La funcién proposicional es:

P(n) : (a+b)"= 2”: (Z) a"kpk

k=0
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©Q PD: P(1) es verdadero.
El lado izquierdo de P(1) es (a+ b)! = a + b. El lado izquierdo
de P(1) es

1

1 1 1
Z( )al—kbk= ( >a1b°+ ( )a°b1=a+b
— \k 0 1

Luego, P(1) es verdadero.

Q@ P(n)=P(n+1)
Se tiene que

n+1 n+1
P(n+1) . (a+b)n+1:Z( § )an+1k_bk‘
k=0
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Demostracion

Q2" =(1+1)"= ;) (:) 17k 1k = k; (Z)
Q0=(1-1)"= s (:>1"—k(—1)k ; <”)( 1)k
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1 6
EJEMPLO 2 Escribir el desarrollo de (y2 + —) :
y

Solucién Usando el teorema del binomio

(3] -
6

_ Z (2) Y123k

k=0

B0 0 ()
(e (0

_ y12+6y9_|_15y6+20y3+15y0+6y—3+y—6
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EJEMPLO 3 Encontrar el coeficiente de x” en (1 + x)2".

Solucién Usando el teorema del binomio

(14x)%" = i (an) P = i (2kn) o

k=0 k=0

k

iPara qué valor de k se cumple que x* = x"?. Respuesta: k = n. El

coeficiente que acompafia a x” es

(2nn) - r(7|2n3vll
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. .. 1
EJEMPLO 4 Determine el coeficiente de —7 en el desarrollo de
X

1 20
(X—l-i—;) .

Solucién Notemos que

1\% Box+ 1\ 1, .
(X—l'i‘;) — ( X2 ) _(X2)20(X —X +1)

- %Ow Ha-)

_ X40 Z <20> 20 k (1 )k
_ 1 20 K603k (1 _ 42k
- x40 ;) ( k) (1 )
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Se sigue que

1\ 20 0
_ 20—3k 2\ k
or2) = B

k=0

Vamos a aplicar el teorema del binomio a (1 — x?)* obteniendo

(1-x?)k = zk: (;) 1t (—x2) = Zk: <:)(_1)exzz

£=0 £=0
Entonces, obtenemos que

(X_l_ir%)zo _ ( ) X273k (1 xRk
_ (20) 20— 3k2() 1)t
k=0
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Se sigue que

(te3)” - BB

donde k € {0,1,...,20} y 0 < £ < k < 20.
Estamos buscando valores de k y ¢ tales que

N S S N D Y
X

<~ -3k+2¢{=-51
—51 4+ 3k
2

Realizando una tabla encontramos dos posibles valores (k, ¢) = (17,0)
y (k,£) = (19,3) y el coeficiente que acompafia a 1/x3!

= (2)(T)ewe s (2) () - (2) = ().
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