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Axiomas de Cuerpo

Describimos los niimeros reales asumiendo que tienen una coleccién
de propiedades. No construimos los niimeros reales, solo anunciamos
qué propiedades deben tener. Dado que las propiedades que
desarrollamos son familiares y aceptables y, de hecho, describen los
nimeros reales que estamos acostumbrados a usar, este enfoque no
deberia causar ninguna molestia.

Las siguientes propiedades se denominan axiomas de cuerpo. Cuando
estamos realizando manipulaciones algebraicas en el sistema de
nimeros reales, lo que realmente estamos usando son los axiomas de

cuerpo.
Suponga que el conjunto de nimeros reales R tiene dos operaciones,
llamadas suma “4" y multiplicacién “" y que estas operaciones

satisfacen los axiomas de cuerpo. La operacién a - b (multiplicacién)
se escribe con mayor frecuencia sin el punto como ab.
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AO. Cierre. Para cualquier a,b € R se cumple que a+ b€ Ry
a-beR.
Al. Conmutatividad. Para cualquier a, b € R se cumple que
at+b=b+aya-b=b-a
A2. Asociatividad. Para cualquier a, b, c € R se cumple que
(a+b)+c=a+(b+c) y a-(b-c)=(a-b)-c
A3. Elemento Neutro.
@ Para todo a € R, existe un tnico nidmero 0 € R tal que a+ 0 = a.
@ Para todo a € R, existe un dnico nimero 1l € Rtal a-1 = a.
A4. Distributividad. Para cualquier a, b, c € R se cumple
a(b+c) =ab+ ac.
A5. Inversos.

@ Para todo a € R, existe —a € R tal que a+ (—a) = 0.
@ Paartodo a€ R, a#0, existe a ' c Rtalquea-a~ ! =1.
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Demostracién Notemos que

a-0+a-1=a0+1)=a-1=a
Sumando (—a) a ambos lados de esta igualdad obtemos
a-0+a+(-a)=a+(—a)<=a-0=0.
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Demostracion
@ Haciendo ¢ = —a, por el axioma de inversos existe —c € R tal
que ¢ — ¢ = 0 sustituyendo ¢ = —a la ultima igualdad equivale a:

(~a)— (-2) =0
Sumando a a ambos lados obtenemos

at+(-a)—(-a)=a+0< —(—a)=a.
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@ En efecto, considere la suma
(-a)-b+ab=(—a+a)b=0-b=0<=(—a)-b+ab=0
Sumando —(ab) a ambos lados de la igualdad nos da:
(—a)-b+ab— (ab) =0— (ab) <= (—a) - b= —(ab).

© La demostracidn es similar al caso 2.

@ Usando las propiedades 2 y 3 vemos que

(~a) - (~b) = —(a- (~b)) = —~(~(ab)) = ab.
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Q@ Sia-b=0entoncesa=00 b=0.

Q Six?=y?entonces x =y 0 x = —y.

Demostracion

@ Supongamos que b # 0. Multiplicando por b= en la igualdad
a- b =0 obtenemos

a-b-b1=0-bleema 1=0<=a=0.

De manera similar si a # 0 se puede probar que b = 0.
@ Si x> = y? entonces
X —y? =0 (x—y)(x+y)=0

por el inciso 1 esto implica que x —y =0 0 x4+ y = 0 de donde
se sigue el teorema.
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