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Problema 1. Consideremos la sucesión (sn) definida por la recurrencia

s1 =
√
2 y sn+1 =

√
2 + sn.

a) demuestre que sn es acotada

b) demuestre que sn es creciente

c) demuestre que sn converge y halle su ĺımite

Solución:

a) Veamos que es acotada superiormente por 2, probando que

∀n ∈ N, sn ≤ 2

Para n = 1 es cierto ya que s1 =
√
2. Suponiendo que sn ≤ 2 tenemos que 2 + sn ≤ 4 lo que

permite concluir que
sn+1 =

√
2 + sn ≤

√
4 = 2

b) Probemos que
∀n ∈ N, sn+1 ≥ sn

De la definición de sn+1 se tiene que

s2n+1 − s2n = 2 + sn − s2n

Entonces,
s2n+1 − s2n = (2− sn) (1 + sn) .

El lado derecho de la última igualdad es mayor o igual a cero, ya que 0 ≤ sn ≤ 2. Concluimos
que s2n+1 − s2n ≥ 0 Esto último demuestra que sn+1 ≥ sn.

c) Dado que sn es creciente y acotada superiormente. En virtud del Teorema de las Sucesiones
Monótonas se concluye que (sn) es convergente. Veremos que en este caso, la recurrencia

sn+1 =
√
2 + sn,

permite calcular L = ĺım sn.
Sabemos que si (sn) → L entonces (sn+1) → L. De este modo, se tiene la siguiente ecuación
para L.

L =
√
2 + L

Esta ecuación tiene como única solución a L = 2. Se concluye que sn → 2.

Problema 2. Calcule los siguientes ĺımites



a) ĺımx→∞
√
x2 − x− x

b) ĺımx→+∞
√
x−1

4√x2+1

c) ĺımn→∞
1+ 1

n

n+ 1
n

d) ĺımn→∞(
√
n+ 1−

√
n)
√
n+ 2.

Solución:

a)

ĺım
x→∞

√
x2 − x− x = ĺım

x→∞

−x√
x2 − x+ x

= ĺım
x→∞

−1√
1− 1

x + 1
= −1

2

b)

ĺım
x→+∞

√
x− 1

4
√
x2 + 1

= ĺım
x→+∞

√
1− 1

x

4

√
1 + 1

x2

=

√
1− 0

4
√
1 + 0

= 1

c)

ĺım
n→∞

1 + 1
n

n+ 1
n

= ĺım
n→∞

1
n + 1

n2

1 + 1
n2

=
0 + 0

1 + 0
= 0

d)

ĺım
n→∞

(
√
n+ 1−

√
n)
√
n+ 2 = ĺım

n→∞

n+ 1− n√
n+ 1 +

√
n

√
n+ 2 = ĺım

n→∞

√
n+ 2√

n+ 1 +
√
n

= ĺım
n→∞

√
1 + 2

n√
1 + 1

n + 1
=

√
1 + 0√

1 + 0 + 1
=

1

2

Problema 3. Considere la sucesión {an} definida mediante la recurrencia

a0 > 0, ∀n ∈ N, an+1 =
an

1 + na2n

a) Demuestre que la sucesión es decreciente

b) Concluya que la sucesión es covergente, y calcule su ĺımite

Solución:

a) Como na2n ≥ 0 entonces el denominador 1 + na2n ≥ 1. Para concluir, basta con verificar que
se trata de una sucesión de términos no negativos, lo cual se hace por inducción. a0 > 0 por
dato. Si an > 0 entonces an+1 =

an
1+na2n

> 0. Por lo tanto es positiva y decreciente.

b) Al ser decreciente y acotada inferiormente por cero, es una sucesión convergente a L ≥ 0

De la recurrencia, se tiene que:

an+1 ≤
an

1 + a2n

Por lo tanto, el ĺımite L satisface la desigualdad L ≤ L
1+L2 , de donde se concluye L = 0.

Otra forma de observar lo anterior es viendo que an+1 =
an
n

1
n
+a2n

→ 0
L2 = 0.



Problema 4. Usando el Teorema del Sándwich, calcule el ĺımite

ĺım
n→∞

n∑
k=1

1√
n2 + k

Solución: Acotando se tiene que

n∑
k=1

1√
n2 + k

≤
n∑

k=1

1√
n2

=
n√
n2

= 1

n∑
k=1

1√
n2 + k

≥
n∑

k=1

1√
n2 + n

=
n√

n2 + n

Luego, usando el teorema del Sandwich se concluye que

n∑
k=1

1√
n2 + k

→ 1

Problema 5. Usando el Teorema del Sandwich, calcule el ĺımite de la sucesión n!
nn .

Solución:
Primero es claro que 0 ≤ n!

nn y por otro lado

n!

nn
=

1× 2× · · · × n

n× n× · · · × n
=

1

n
× 2

n
× · · · × n

n
<

1

n

como 1
n → 0, entonces por teorema del Sandwich n!

nn → 0.

Problema 6. Calcula el ĺımite de

ĺım
n→∞

n

√
aknk + ak−1nk−1 + . . .+ a0

para a0, a1, . . . , ak > 1.

Solución:
Sea a′ el máximo entre todos los ai entonces

ĺım
n→∞

n

√
aknk + ak−1nk−1 + . . .+ a0 ≤ ĺım

n→∞
n

√
(k + 1) · a′nk

y por el otro lado

ĺım
n→∞

n
√
aknk ≤ ĺım

n→∞
n

√
aknk + ak−1nk−1 + . . .+ a0

Como
ĺım
n→∞

n1/n = 1

entonces n
√
(k + 1) · a′nk → 1 y n

√
aknk → 1. Por teorema del Sandwich

ĺım
n→∞

n

√
aknk + ak−1nk−1 + . . .+ a0 = 1


