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Problema 1. Determine si las siguientes funciones estan bien definidas o no.
2) [:Q—Z, f(B)=p—q.
b) g:Z — N, n+ d, donde d es el natural mas grande que divide a n.

¢) h:N—=R,g(n) =1

n

Solucién:
: 1.3 . , .
a) Notar que las fracciones 5 y g representan el mismo niimero racional, pero 1 — 2 # 3 — 6.

b) Sin > 0 se puede ver que g(n) =n ysin <0, g(n) = |n| = —n. Sin embargo, la funcién no
estd definida para n = 0, pues todo niimero natural divide al cero, es decir, no hay un mayor
natural que lo divida. La funcién no estd bien definida.

c¢) Primero que nada, para cada n € N, la fraccién % estd bien definida y es un nimero real. Por
otro lado, para cada n la imagen de n por h es univoca; un argumento algo artificial de esto

es:
Suponiendo que n = m son el mismo numero natural, podemos dividir la igualdad por
nm # 0y obtenemos h(m) = = =1 = h(n).

Problema 2. Sea z > 0 dado, y llamemos A, al conjunto solucién de la desigualdad
‘.%2 + zx + 22‘ < zx + 222

Demuestre que si 0 < z; < 22 entonces A,, C A,,.

Solucién
Observemos que

(x+2)? 22422
+ .
2 2
Esto dice que 22 + zx + 22 > 0 para todo z, z € R. En otras palabras

x2+zm+22:

‘x2+zx+z2‘ =22 4 zx + 22
para todo z, z € R. Esto dice que la inecuacién

‘a:Z +zx+z2‘ < zx + 22°.



es equivalente a
22+ zx + 22 < zx + 227

que a su vez es equivalente a
22 < 22

Esta ultima desigualdad sabemos que tiene conjunto solucién
A, =[—z, 2]

porque z > 0. Es evidente que si z; < 22 entonces A, C A,,.

Problema 3. Sea a una constante real. Encuentre el conjunto solucién de

|z~ al > 1.
|z + al

Solucién
Notar que x # —a (ya que el denominador se vuelve 0). Luego, |z + a| siempre es positivo, por lo
que multiplicando por |z + a| a ambos lados se tiene que lo anterior es equivalente a

|z —al > |z +al.
Como ambos términos son positivos, elevar al cuadrado no modifica nuestras soluciones:
|z —af* > |z +al®.

Como |z|? = 22

, sacando el médulo y expandiendo los cuadrados se llega a
2% — 2ax + a® > 2% 4 2az + d®.
Sumando — (mz — 2ax + a2) y simplificando se tiene que
0>4dax <= 0>ax
Desde aqui dependemos de a :

= Si a =0, tendriamos que 0 > 0, —<. Por lo tanto, en este caso no hay soluciones.

» Sia > 0, entonces a~* > 0, lo que implica en la inecuacién anterior que 0 > x. Luego, las
soluciones son {x € R: 2z < 0Ax # —a} (el conjunto (—oo,0)\{—a}).

= Sia <0, entonces a~! < 0, por lo que la inecuacién es equivalente a 0 < z. Aqui las soluciones
son {z € R:z > 0Ax # —a} (el conjunto (0,00)\{—a}). Uniendo los casos tenemos lo pedido.

Problema 4. Encuentre el dominio y el recorrido de la funcién

f(z) = V2x — 22

Solucién
DOMINIO: El dominio de f corresponde a

Domf:{xE]R:Qx—xQZO}.



Resolviendo la inecuacién, obtenemos

Dom f = [0, 2].

RECORRIDO: Planteamos la ecuacién
y =2 — 22

Elevando al cuadrado, obtenemos
y? =22 — 2%,

que se reordena como
22— 2+ 9% =0.

Esta ecuacion tiene soluciones si y solo si
2
4 — 4y~ > 0.

Resolviendo la inecuacién, obtenemos —1 <y < 1. Como y > 0, obtenemos y € [0, 1]. Por lo tanto,
el recorrido es [0, 1].

Problema 5. Considere la funcién definida por

a) Encuentre el dominio de f.
b) Calcule la imagen de f.

c) Esboce el grafico de f.

Solucion:

a) Primeramente notemos que en este caso el dominio de f no estd explicito, por lo que nos estan
pidiendo es encontrar el recorrido mdzximo de f en R. Para esto, observamos las restricciones
naturales de f.

Lo primero es que la raiz sélo puede tomar valores no negativos, por tanto 1 —x > 0 y por
tanto x € (—oo, 1]. Y la otra restriccién viene de que el denominador de la fraccién no puede
anularse, es decir,

1-V1-2#0 <= 1#V1l—-2
— 1#1—-x
<~ x#0

Asi nos queda que Dom(f) =z € (—o0,1] \ {0}.



b) Notemos que para x € Dom(f) se tiene lo siguiente:

T B T 1+vV1—2
1- V12 1-Vi-z 1+V1—=
z(1++v1—1x)
1-VI-2)1+VI-=2)

z(1++1—x)

1-(1—2)
=14++vV1—=x.

De modo que si y € Rec(f), esto significa que existe x € Dom(f) tal que y = 1+ /1 — =z,
lo que primeramente nos dice que y > 1. Y despejando, z = 1 — (y — 1)2, lo que no nos dice
mucho, sélo que no hay ninguna restriccién para y méas que y > 1 y que = = 0 no tiene imagen,
osea, y =1+ +/1 =2 no est4 en el recorrido. Asi, Rec(f) = [1,00) \ {2}.

c¢) Esta solucién es un dibujo que estara en otro pdf.

Problema 6. Encuentre una funcién f : (3,00) — R tal que la siguiente proposicién sea
verdadera:
(Vo > 3)(vy < 0)(4a%y? = (z — 3)' = y = f(x)).

Solucién: Notemos que 42%y? = (x — 3)*, teniendo el cuidado de que x > 3 > 0, es equivalente

2 _ (x—3)* ,
a y* = ~—3—. Tomando raiz cuadrada tenemos
(z—3)°
yl = |———
x
Y como y <0y x>0,
(z—3)
Yy=-
x

Tomamos entonces y = f(x) = —@-



