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1. Demuestre que si L− ε ≤M para todo ε > 0, entonces L ≤M .
Solución
Supongamos que L > M . Esto implica que L−M > 0. Como 1

2 > 0, entonces L−M
2 > 0. Usando

ε = L−M
2 > 0, tenemos que

L− L−M

2
≤M

⇒ 2L− (L−M) ≤ 2M

⇒ ≤M

Pero hab́ıamos asumido que L > M,→←. Por lo tanto, L ≤M .

2. Si a, b y c son números reales positivos, demuestre

a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ac

Solución
Sabemos que para todo x, y positivos se cumple que x2 + y2 ≥ 2xy. Aplicando esta desigualdad
aab+ bc+ ac tendremco

ab+ bc+ ac ≤ a2 + b2

2
+

b2 + c2

2
+

a2 + c2

2
≤ a2 + b2 + c2

3. Si a+ b+ c = 3 demuestre que a2 + b2 + c2 ≥ 3.
Solución
Elevando al cuadrado la igualdad a+ b+ c = 3 tendremos

a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc = 9

Pero sabemos que para todo x e y en los reales se cumple: x2 + y2 ≥ 2xy, luego

9 ≤ a2 + b2 + c2 +
(
a2 + b2

)
+
(
a2 + c2

)
+
(
b2 + c2

)
= 3

(
a2 + b2 + c2

)
De la última desigualdad se deduce que a2 + b2 + c2 ≥ 3.
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4. Demuestre la siguiente proposición:

∀a, b ∈ R : (a > 1 ∧ a > b)⇒
(
a2 + b > a+ ab

)
Solución
Tenemos que

a2 + b > a+ ab
a2 + b− a− ab > 0

a(a− b) + (b− a) > 0
a(a− b)− (a− b) > 0

(a− 1)(a− b) > 0

Luego demostrar que a2+ b > a+ ab, es equivalente a demostrar que (a− 1)(a− b) ≥ 0, se tiene
que:

a > 1⇔ a− 1 > 0 y a > b⇔ a− b > 0

Por axiomas de orden se tiene que la multiplicación de dos números positivos es positivo, se
cumple que:

(a− 1)(a− b) > 0

5. Sea x ≥ −3. Demuestre que 1 + 3x ≤ (1 + x)3 · 3 puntos
Solución
Desarrollando el cubo, obtenemos

(1 + x)3 = 1 + 3x+ 3x2 + x3.

Por lo tanto, solo necesitamos demostrar que 3x2+x3 ≥ 0 para x ≥ −3. La derecha es verdadera
si x = 0. Si x ̸= 0,

3x2 + x3 ≥ 0⇔ x2(3 + x) ≥ 0

⇔ 3 + x ≥ 0

⇔ x ≥ −3

donde usamos que x2 > 0.
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