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Pregunta N21.

(a) [3 puntos] Considere el polinomio P(z) = 3z* +42® — 172? — 6z, Vo € R. Determine todas las raices
de P, factorice completamente P y trace un grafico cualitativo de P.

(b) [3 puntos] En la siguiente figura se muestra el grafico de un polinomio @) € Rz] de grado 3:

-2 -

Determine la expresion del polinomio ().
Solucion.

(a) Inmediatamente notamos que P(z) = z(323+42?—172x—6) para todo x € R, de modo tal que x = 0 es
raiz de P. Las otras raices de P corresponderdn a las raices del polinomio Q(z) = 323 +42?— 172 —6,
Vr € R. Dado que @ € Z[z], podemos aplicar el teorema de las raices racionales para deducir que
las nicas posibles raices racionales de () han de ser las siguientes:

+1, +£2, +£3, =+£6, :l:% :I:;
Por inspeccién notamos que Q(2) = 24 + 16 — 34 — 6 = 0. Posteriormente, realizando la siguiente
division de polinomios:
3a3 +422 -~ 172 -6 : x—2=3224+10x + 3
— (323 — 627%)
1022 — 172 — 6
— (10z* — 20z)
3r —6
— (32 —6)
0




se obtiene la siguiente factorizacion:
1
Q(z) = (v — 2)(32* + 102 + 3) = 3(x — 2)(z + 3) (x + 5) VreR.
Por ende, las raices de P son —3,—1/3,0,2, con la siguiente factorizacion:
1
P(z) =3x(z — 2)(z + 3) (x—l—g) Vr e R.

Un gréfico cualitativo de P se muestra a continuacién:

Y
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(b) Del grafico de @ se deduce inmediatamente que:
e r = —1 es raiz simple de Q;
e r = 2 es raiz de multiplicidad par de @;
* Q(0) = -2
* lim Q) = Foo
Dado que @ es de grado 3, su expresion ha de tener la siguiente forma:
Q(z) = —a(x + 1)(x — 2)? Vr e R, (FQ)
para una cierta constante a > 0 que puede determinarse de la condicién Q(0) = —2. Es decir.

—2=Q(0) = —4a — a =

N | —

1
En conclusién: Q(x) = —§(m +1)(x — 2)? para todo = € R.



Criterio de Correccién (CC) - Pregunta N°1.
(CC1) [(a)] 1 punto por hallar las raices x = 0 y x = 2 de P, apelando al teorema de las raices racionales.

(CC2) [(a)] 1 punto por efecutar la divisién de polinomios y hallar las demas raices de P (que son —3 y

—1/3).
(CC3) [(a)] 1 punto por escribir la factorizacién final de P.

(CC4) [(b)] 1 punto por justificar, en base al gréfico de @, las cuatro propiedades expuestas: x = —1 es raiz
simple, x = 2 es raiz de multiplicidad par, Q(0) = —2, lirin Q(x) = Foo.
T—r 00

(CC5) [(b)] 1 punto por escribir la expresién (FQ).

(CC6) [(b)] 1 punto por calcular el valor de a y escribir la formula final para Q.



Pregunta N92. Considérese el polinomio P(z) = 2% — 323 + 222 + 2 + 5, para todo z € C.
(a) [2 puntos] Verifique que z = 2 + i es raiz de P
(b) [4 puntos| Factorice completamente el polinomio P sobre C.

Solucion.

(a) Notemos que:
(2414)* =3 +4i,

(24P =242+ = (2+14)(3+4i) =2+ 113,

2+ = 2+)(24+14)> = (24+4)(2+ 11i) = —7 + 24i.
Por ende:
P2+i)=—7+24i—3(2+11i) +2(3+4i) +2+i+5=0.

(b) Como P € R[z] y 2+ es raiz de P, sigue que 2 — i (el conjugado de 2 + i) también es raiz de P.
Por ende, P ha de ser divisible por el siguiente polinomio:

(z—2+i)(z—(2—1) =2>—2Re[2+id]z +[2+i|* =22 — 42+ 5.
Realizamos la siguiente divisién de polinomios:

A —3283422 4245 1 22—dr+5=22+24+1
— (2% — 423 4+ 52?)

22 —322+ 245
— (2% — 422+ 52)

22 —4z+5
(22 — 42 +5)
0

Por ende, P(z) = (2% — 42 +5)(2? + 2z + 1) para todo z € C. Resolviendo la ecuacién cuadritica
Z4+z+1=0 — ze{————z‘ ———i——z},

se obtiene la siguiente factorizacion total de P en C:

P(z):(z—Q—i)(z—2+i)(2—1—%—!—?@') <z+l—§z> VzeC.



Criterio de Correccién (CC) - Pregunta N°2.

(CC1) [(a)] 1 punto por calcular (2 +4)%, (2 +14)% y (2 + )%
)

(CC2) [(a)] 1 punto por verificar, en base al célculo anterior, que P(2 + i) = 0.

(CC3

[(b)] 1 punto por justificar que 2 — i también es raiz de P.

aQ
A

)

)

) ()

4) [(b)] 1 punto por explicar que P es divisible por 2% — 4z + 5.

(CC5) [(b)] 1 punto por efectuar correctamente la division P(z) : 2% — 4z + 5.

(CC6) [(b)] 1 punto por resolver la ecuacién cuadrética 22 + z + 1 = 0 y entregar la factorizacién completa
de P en C.



