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Pregunta N@1.

(a) [3 puntos] Dados a,b € R cualesquiera, demuestre la siguiente identidad:
b —b
cos(a) + cos(b) = 2 cos (a; ) cos (a 5 ) :

(b) [3 puntos| Utilice el resultado del inciso (a) para determinar las soluciones x € R de la siguiente

ecuacion:
1 + cos(z) 4 cos(2z) + cos(3z) = 0.

Solucion.
(a) Recordemos que para todo z,y € R se tienen las siguientes identidades:
cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sen(x) sen(y) N cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sen(z) sen(y) .

Sumando ambas identidades obtenemos

2 cos(z) cos(y) = cos(x + y) + cos(z — y) Ve, y € R. (ID)
. : . a+b a—>b
El resultado deseado se obtiene aplicando la igualdad (ID) al caso en que z = 5 YY=—5
(b) Dado z € R, aplicamos la identidad demostrada en el inciso (a) para deducir lo siguiente:
1 + cos(z) 4 cos(2z) 4 cos(3z) = [cos(0) + cos(2x)] + [cos(z) + cos(3z)]
= 2(cos(z))? + 2 cos(z) cos(2x)
(E1)

= 2 cos(x) [cos(x) + cos(2z)]
= 4 cos(x) cos (g) oS (3;) :

1 + cos(x) 4 cos(2z) + cos(3z) =0

Sigue que:

<= cos(x)=0 V cos (g) =0 V cos (3;) =

Recordando que
cos(t) =0 <= t=(2k+ 1)% con ke,



se concluye que el conjunto solucién de la ecuacion propuesta es:

o] =
wl A

8={@k+n

keZ}U{@k+Dw|keZ}U{@k+U

kEZ}.

Criterio de Correccién (CC) - Pregunta N°1.

(CC1) [(a)] 3 puntos por demostrar, en forma justificada, la igualdad propuesta (existen distintas formas
de hacerlo, no es necesario que se siga el método mostrado en esta pauta).

(CC2) [(b)] 1 punto por aplicar la identidad demostrada en el inciso (a) y re-escribir la ecuacién propuesta
en la forma (E1) (o en alguna otra forma andloga).

(CC3) [(b)] 1 punto por describir correctamente las soluciones de la ecuacién cos(z) =0, z € R.

(CC4) [(b)] 1 punto por escribir correctamente el conjunto solucién final.



Pregunta N22. En la figura mostrada a continuacién, OAC' es un tridngulo rectangulo en el vértice C,
y B es un punto interno del segmento AC'.

A

O |_C

Se conoce la longitud de los segmentos OA y OB (que valen a y b, respectivamente), ademés del valor
a € (0, %) del &ngulo formado entre ellos. El objetivo de este problema es calcular el largo ¢ del trazo ocC.

(a) [2 puntos] Sea ¢ € (0, F) el dngulo determinado por los segmentos OB y OC'. Demuestre la siguiente
identidad: (@) b
acos(a) —
t = 7
an(e) asen(q)

Indicacién: Utilice los tridngulos OAC y OBC' para obtener dos expresiones para ¢ en funcién de
los datos del problema.

(b) [2 puntos] Siz € (0,5), p € Ry ¢ € R\ {0} son nimeros reales tales que

p
tan(x) = —,
(z) .
demuestre que
cos(x) = 4

N R
(¢) [2 puntos] Utilizando los resultados de los incisos (a) y (b), deduzca que

absen(«)

N Va2 + b2 — 2abcos(a)

Solucion.

(a) En el tridngulo OAC se tiene la siguiente identidad:

14
cos(a + ) = .

mientras que en el tridngulo OBC' se tiene

4
cos(p) = 5



Sigue que
bcos(p) = acos(a + ¢) = acos(a) cos(¢) — asen(a)sen(yp)

es decir
asen(a) sen(p) = cos(p)[acos(a) — bl

de donde se obtiene la identidad requerida, puesto que:

_sen(p)  acos(a) —b

tan () =

cos(p)  asen(a)

(b) Dado que x € (0, %), se tiene cos(z) > 0. Luego, puesto que

sen(z) p
cos(x) q’
se deduce lo siguiente:
p* _ (sen(x))* 1—(cos(x)* 1 ]
¢*  (cos(z))?  (cos(z))?  (cos(x))?
o equivalentemente,
1 P’ +¢ 4]
= = cos(r) = —.
P = e
(b) Del inciso (a) sabemos que:
14 acos(a) — b

COS(@) = Z_) y tan(gp) = CLSGI](O()

Por ende, podemos aplicar el resultado del inciso (b) y deducir que:

absen () B absen ()

\/(a cos(a) — b)* + (asen(a))’ - Va2 + 6% = 2abcos(a)

¢ ="bcos(p) =

Criterio de Correccién (CC) - Pregunta N°2.

(CC1) [(a)] 1 punto por obtener las dos expresiones para ¢ en funcién de los datos del problema.
(CC2) [(a)] 1 punto por igualar ambas expresiones, y deducir la identidad solicitada.

(CC3) [(b)] 2 puntos por demostrar correctamente la igualdad propuesta (existen distintas formas de hacerlo,
no es necesario que se siga el método mostrado en esta pauta).

(CC4) [(c)] 2 puntos por aplicar correctamente los resultados de los incisos (a) y (b), para asi obtener la
igualdad solicitada.



