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MAT1207 — Introduccién al Algebra y Geometria

Solucion Examen

1. Dados los conjuntos

1 1
A:{xeR:ngl} yB:{yER:—<§}.
Y
a) Determine el valor de verdad de la proposicién
Vee Adye Btal que |z —y| < 1.

b) Calcule AN B°.

Solucioén.
a) Resolviendo la inecuacién z? < 1 obtenemos que A = [—1,1].
Resolvemos la inecuacion i < % obtenemos que B = (—o0,0) U (2, 00).
La proposicion es falsa porque x =1 € A y todos los puntos de B estan a distancia mayor que 1 de

x.

b) B¢ =[0,2] luego AN B¢ =10,1].

Criterio de Correccién (CC) Pregunta 1.

CC 1. 1,5 puntos por obtener que A = [—1,1].
CC 2. 1,5 puntos por obtener que B = (—00,0) U (2, 00).
CC 3. 1,5 puntos por mostrar que la proposicion es falsa.

CC 4. 1,5 puntos por determinar AN B¢ = [0, 1].



2. Demostrar que Vn € N, 4™ — 1 es divisible por 3.

Solucidén. Usaremos induccién. Sea p(n) = 4™ — 1.

p(1) es verdad ya que 4' — 1 = 3, es divisible por 3.

Ahora queremos demostrar p(n) = p(n + 1). Es decir suponemos p(n) es verdad (H.I). Esto es
4™ — 1 es divisible por 3.

Queremos demostrar p(n + 1), es decir que 4" — 1 es divisible por 3.
=441 =43+ 1) — 1= (4" 3) + (4" — 1)

Vemos que (4" - 3) es un multiplo de 3 y (4™ — 1) es multiplo de 3 por hipétesis de induccién(H.I).
La suma de multiplos de 3 es miiltiplo de 3, por lo que hemos demostrado p(n + 1).

E principio de induccion nos permite decir entonces que Vn € N, 4™ — 1 es divisible por 3.

Criterio de Correccién (CC) Pregunta 2.

CC 1. 1,5 puntos por demostrar el caso base.
CC 2. 1,5 puntos por definir P(n) y escribir P(n + 1).
CC 3. 3 puntos por mostrar que 4”1 — 1 es divisible por 3.



3. Se tiene el polinomio

Se sabe que una de sus raices, 7, es la suma de las otras dos raices, o y 8. Es decir v = o + .
Encuentre ~.

Solucion. Notemos que

x —§x +—x—E:(x—a)(x—ﬁ)(x—v):x3—(a+5+”y)x2+(aﬁ+a7+57)x+aﬁy

5) 5)
porloqueomLﬁ—i—”y:g. Como v = a + S, seobtieneque7:6

Criterio de Correccién (CC) Pregunta 3.

1
CC 1. 2 puntos por obtener la igualdad 2% — =22 + %x — 3_56 =(z—a)(zr—p0)(x—")

CC 2. 2 puntos por deducir que ao + 5+ v =

Wl ot Wl Ot

5
CC 3. 2 puntos por obtener el valor de v = 6



4. Encuentre todas las soluciones complejas del polinomio
p(2) =+ A+ AL

Solucién. Notemos que z” —1 = (2 — 1)p(z). Entonces las raices de p(z) serdn las raices del polinomio
27 — 1, quitando la raiz del polinomio z — 1. Las raices del polinomio z” — 1 son justamente las raices

L 2km
2 = CI1S 7

con k € {0,1,2,3,4,5,6}. Pero cuando k = 0, zp = 1, que no es raiz de p(z), pues p(1) = 7. Asi, las
raices del polinomio p(z) son:
. [ 2kw
2, = CIS 7

séptima de la unidad, es decir:

con k € {1,2,3,4,5,6}.

Criterio de Correccién (CC) Pregunta 4.

CC 1. 2 puntos por obtener que p(z)(z — 1) = 27 — 1.
CC 2. 3 puntos por hallar las raices séptima de la unidad.

CC 3. 1 punto por descartar la raiz de la unidad zy = 1.



5. Demuestre que
cos(arcsen(z)) + sen(2 arccos(z)) = (1 + 2x)V'1 — 2.

T
Solucién. Digamos que o = arcsen(x) con o € [—5, 5}, por lo que = = sen(a) y por tanto también

V1 — 22 = cos(a). Ademads, usando la identidad del seno del dngulo doble se tiene:

sen(2arccos(z)) = 2 sen(arccos(z)) cos(arccos(z)) = 2z+/1 — cos?(arccos(x)) = 22v1 — 22 .
Asi, concluimos que:

cos(arcsen(z)) + sen(2 arccos(z)) = V1 — 22 4+ 2zvV1 — 22 = (1 + 22)V1 — 22,

Criterio de Correccién (CC) Pregunta 5.

CC 1. 1,5 puntos por obtener que cos(arcsen(x)) = /1 — 22.
CC 2. 1,5 puntos por obtener que sen(arccos(x)) = /1 — 22.
CC 3. 1,5 puntos por obtener que sen(2 arccos(z)) = 2sen(arccos(x)) cos(arccos(z)).

CC 4. 1,5 puntos por deducir la igualdad a partir de las igualdades de los criterios de correccion 1, 2
y 3.



6. Encuentre la ecuacion de la hipérbola cuya asintota de pendiente positiva forma un angulo de 60°
respecto el eje X y con vértices (£1,0).

Solucién. Como los vértices son (—1,0) y (1,0), se tiene que el centro es el origen (0,0). Como ademas
los vértices estan sobre el eje X, entonces la hipérbola es del tipo:

2 2

€T )
2 E]
, +bx ) bx , .
en donde las asintotas son: y = ——. Ademads, como la recta y = — forma un angulo de 60° con el eje
a a

X, se tiene que

g = tan(60°) = V3.

1
Luego, b* = 3a?. Finalmente, como el vértice (1,0) estd sobre la hipérbola, entonces — —0=1, por lo
a

que a®> = 1y b> = 3. Se concluye que la hipérbola es:

2
2 Y
L.
T3

Criterio de Correccién (CC) Pregunta 6.

2 2

CC 1. 2 puntos por deducir que la hipérbola es del tipo: x_2 — ‘Z—2 =1.
a

b
CC 2. 2 puntos por obtener que — = /3.
a

CC 3. 2 puntos por obtener los valores de a®> =1 y b? = 3.



