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MAT1207 — Introduccién al Algebra y Geometria
Solucién EXAMEN

1. Use induccién para verificar que 4™ — 1 es divisible por 3 para todo nimero entero positivo n.
Solucién. Caso base (n =1): Tenemos 4" — 1 =4 — 1 = 3 que es divisible por 3.
Hip.: Suponemos que 4™ — 1 es divisible por 3, es decir, existe m € N tal que 4" — 1 = 3m.
Con.: Consideramos

gl ] =4 . 4" -1 =3-4"44" —1.
Usando que 4" — 1 = 3m vemos que
47t 1 =3.4" + 3m = 3(4" +m).

Dado que 4" + m es nimero entero concluimos que 4" — 1 es divisible por 3.

Puntage: 1.5 puntos por caso base. 1.5 puntos por hipotesis junto con 4" — 1 = 3m. 3 puntos por
el resto

2. Para cada una de las siguientes, escriba la negacion y demuestre la proposicion o su negacion.

(a) (Fz € R)(z? — 2z < 0),
(b) (Vz € N)(Vy € N)(z +y es par = (z es par Ay es par)),
() Gz eN)(Vy e R)(y* = =V [y| <1).

Solucion.

(a) La negacién es: (Vz € R)(z? — 2z > 0). La proposicién original es verdadera. Por ejemplo,
x = 3 satisface 22 — 22 = —3 < 0.

(b) La negacién es: (3z € N)(Jy € N)((z + y es par) A (z es impar V y es impar)). La negacién es
verdadera. Se ve por ejemplo con z =1, y =1, ya que z +y es par y x (0 y) es impar.

(c) La negacién es: (Vo € N)(Jy € R)(y?> < z A |y| > 1). La negacién es falsa. Usando z = 1
tenemos que y? < z implica |y| < 1. Consecuentemente, y*> < z A |y| > 1 es falsa.

Puntaje: 2 puntos por cada item (un punto por negacién, otro por demostracién de valor de verdad).
3. (a) (2 puntos) Determine el valor de
sen (arccos(\/ii) + arctan(1))
(b) (4 puntos) Encuentre todas las soluciones en el intervalo [0, 27] de la ecuacién

cos(x) + cos(2z) + cos(3z) =0

Solucion.



a enemos arccos(—=) = & = arctan(1l). Con eso obtenemos sen(=+ + &) = 1.
T %) =1 1). C b T+ =1

(b) Con prostaféresis vemos que

cos x + cos(3x) = 2 cos(2x) cos x.

Entonces
cosz + cos(2z) + cos(3x) =0 <= 2cos(2x)cosx + cos(2z) =0
< cos(2x)(2cosx+1)=0
1
<= cos(2x) =0V cosx = —3
Ecuacion cos(2z) = 0 tiene las soluciones x = £ + 27, n € Z. Ecuacién cosz = —3 tiene las
soluciones x = 2%, xr = 4{ en el intervalo [0, 27]. El conjunto solucién pedido entonces es

{7? 3r bm Tm 27w 47r}

Puntage: 2 por primera parte (0.5 punto por valor de arccos, 0.5 punto por valor de arctan, 1 punto
por resultado final), 4 punto por segunda parte (1.5 puntos por aplicar prostaféresis, 1 punto por
condicién cos(2x) = 0V cosx = —%, 1.5 puntos por resolver y dar soluciones en intervalo [0, 27]).

. Encuentre todas las soluciones complejas de la ecuacién 20 + 25 — 2% —1 = 0. Expréselas en la forma
a + bi.

Solucién. Primero factorizamos el polinomio
eV 2t~ 1= - 1)@*+1)=0
Las soluciones corresponden a las raices sextas de 1 y a las raices cuartas de —1, es decir

.171:1

(71') i .
= 1 — = — _
X9 C83 5 22
. 2w 1 3.
$3:ClS(?):—§+72
174:—1
_Am 1 V3.
s =ds(g) = =5 = 5
C5m. 1 /3.
=) =5
2 2
Ty = cis(%) = \/7_ + \/7_2

xg = cis(—) = 5 + TZ
.(57T) V2 V2

g =cis(—) = —— — —i
? 4 2 2
7 2 2

xlo—cis(zw):—\/?_+\/7_i

Puntaje: 1 punto por la primera factorizacion y 0.5pts por cada una de las raices escrita en forma
cartesiana. La mitad del puntaje por las raices dadas en forma polar solamente.



5. Determine el centro, los focos, vértices y asintotas de la hipérbola dada por la ecuacién

y? 4 2y — 4a? — 162 = 19

Soluciéon. Completamos cuadrados
(y+12—1—4(x+2)>+16—-19=0
lo que queda
(y+1)7° —4(z+2)>°=4
y dividiendo por 4 obtenemos la forma reducida de la ecuacion:

(y +1)? (x+m2_1
22 12

El centro de la hipérbola estd en (—2, —1). Los focos estén sobre la recta vertical x = —2 y la distancia
entre ellos es 2v/4 + 1 = 2¢/5 de manera que sus coordenadas son (=2, —1 —/5) y (=2, —1 +/5).
Los vértices estédn en (—2,—3) y (—2,1). Las asintotas tienen ecuaciones

y+1=42(z+2).

Puntagje: 1 punto por la ecuacion reducida, 1 punto por identificar el centro, 1 punto por los vértices,
2 puntos por los focos y 1 punto por las asintotas.

6. Considere los puntos P = (0,1,0), Q = (1,2,—1) y R = (—2,1,0). Determine un punto S tal que
PQRS sea un paralelogramo y calcule su area.

Soluciéon. Podemos formar un paralelogramo eligiendo que Fﬁ = ]ﬁ (hay 3 elecciones posibles)
Como P@ = (1,1,—1), tenemos S = —(—1,2, —1). Para calcular el drea, usaremos el producto cruz:

A=|PG x PR
— [[(1,1,-1) x (~2,0,0)]
— 11(0,2,2)|
—2V2

Puntage: 1 punto por obtener vectores ]@ Yy ]ﬁ (o similares), 2 puntos por un punto S apropiado,
1 punto por la formula para el drea y 2 puntos por el resultado correcto.



