PonTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

SEGUNDO SEMESTRE DE 2022

MAT1207 — Introduccién al Algebra y Geometria

Solucién Interrogacion N° 1

1. Sean p, q, r y s proposiciones légicas y considere la nueva proposicién logica

{@=DAr=95)}A@GVs]=@Ar) (%)

Pruebe que la proposicién (%) es una tautologia.

Solucidén. Usando la caracterizacion de la implicacién vemos que (g V 5) <= (s = q) entonces

{@=pA(r=)}A@GVvs] = R{@=pA(Ir=s)}A(s=7) (1)

Ahora aplicando la asociatividad del conectivo logico A vemos que

H@=DpP A=)} N (s=)] = [[@=D) NM(r=3) N (s = 7)}]

Usando la transitividad de la implicancia vemos que

(@=D) N r=)N(s=DH=@=D A (r=7]=[r =T (2)

Usando la caracterizacién de la implicacion se ve que

[r =Dl <= [V < [r Ap] (3)

como queriamos probar. Note que la tltima equivalencia se debe a las leyes de De Morgan.

Observacién. También se puede probar usando una tabla de verdad. En caso de realizar una tabla de
verdad, se debe asignar los 6 puntos si la tabla estd correcta.

Puntaje Pregunta 1.

= 2 puntos por utilizar la caracterizacién de la implicacién para la igualdad (1).
= 2 puntos por utilizar la transitividad de la implicacién para obtener la igualdad (2).

= 2 puntos por utilizar las leyes de De Morgan para obtener la igualdad (3).



2. Demuestre por induccion que para todo n € N se cumple que
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Solucion. Usando induccion sobre n. Definimos la funciéon proposicional
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= Caso base: El lado izquierdo de P(1) nos da 57 el lado derecho de P(1) nos da 12.3°6 De

lo anterior se sigue que P(1) es verdadero.

» Paso inductivo: Suponemos que P(k) es verdadero. Por demostrar que P(k + 1) es verdadero.
En efecto, se tiene que
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Como queriamos probar.

Por el principio de induccién matemética P(n) es verdadero para todo n € N.

Puntaje Pregunta 2.

= 1 punto por definir la funcién proposicional y determinar P(k)y P(k +1).
= | punto por probar el caso base.
= 2 puntos por usar la hipétesis inductiva

= 2 puntos por sumar las expresiones y probar el paso inductivo.



3. Sea U el conjunto universo. Considere los conjuntos fijos A, B C U con A # @.
Para cualquier conjunto X C U se define un nuevo conjunto C'(X) de la siguiente manera:

X\B siANX #9
C(X) =
XUB siANX =0

a) Pruebe que C'(A) = A\ B.

b) Pruebe que C'(A) ( .
¢) Pruebe que C(A)UC(B) C AU B.

I
Q
=
A

Solucion.

a) Tomando X = A vemos que AN X = ANA=A# @& entonces C(A) = A\ B.

b) Tomando X = AY vemos que AN X = AN A® = & entonces C(A°) = A U B. Por otro lado,
usando el inciso a) vemos que

(C(A)C = (A\ B)® = (AN B°)° = ACUB.

Luego se sigue que C(AY) = (C(A))°.
¢) Separaremos la demostracién en casos:

= Caso 1: ANDB + @.
C(A)UC(B)=(A\B)U(B\B)=(A\B)Ug=A\BCACAUB
= Caso 2: ANB =2.
C(AUCB)=(A\B)U(BUB)=(A\B)UB=AUBCAUB.
Puntaje Pregunta 3.

= 1 punto por mostrar que C(A) = A\ B.

» 1 punto por mostrar que C'(A%) = A° U B.

= 1 punto por mostrar que (C(A))° = A° U B.
= 1 punto por concluir que C(A%) = (C(A))°.

1 puntos por mostrar la contencién en el caso 1.

1 puntos por mostrar la contencién en el caso 2.



4. a) Sean p una proposicién légica y ¢(x) una funcién proposicional.
Si la afirmacién (Vx € U)(p = q(x)) es falsa, determine el valor de verdad de p.
Justifique su respuesta.

b) Si A={1,2,3,4}, determine el valor de verdad de la siguiente proposicion:

(Vo e ATy e A)((x* +y) es par) .

Solucion.

a) Sila afirmacién (Vo € U)(p = q(x)) es falsa, entonces (Vx € U)(p = ¢q(z)) es verdadera.
Ahora bien, notemos que

(Vo eU)p=q(z))

Como la dltima afirmacion es verdadera, se sigue que p = V.

b) Definimos el conjunto B = {z € A | 3y € A, (2% +y) es par}. Para que la proposicién sea
verdadera, basta que B = A. En efecto, se tiene que

» Si z =1 entonces existe y = 1 tal que 22 +y = 2 es par, luego 1 € B
= Si 2 = 2 entonces existe y = 2 tal que 2% +y = 6 es par, luego 2 € B
» Si z = 3 entonces existe y = 1 tal que 22 +y = 10 es par, luego 3 € B
» Si 2 = 4 entonces existe y = 2 tal que 2% +y = 2 es par, luego 4 € B

Hemos obtenido que B = {1,2,3,4} = A, luego la proposicién es verdadera.
Puntaje Pregunta 4a).

= | punto por concluir que si la proposicién es falsa entonces la negacién es verdadera.
= 1 punto por encontrar la negacién de la proposicién (V z € U)(p = q(x))

= | punto por concluir que p tiene valor de verdad V.
Puntaje Pregunta 4b).

= 3 puntos por verificar que la proposicion es verdadera.



