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Ejercicio 1: Disponemos de un set de tarjetas. Por un lado son de algtin color y por el otro tienen escrita
una palabra. Considere la proposicién siguiente:

“Si un lado de la tarjeta es rojo, entonces la palabra al otro lado es HOLA”

En la mesa hay 4 tarjetas, una roja, una verde una que dice HOLA y la otra que dice CHAO. ;Cral(es) de
las tarjetas es necesario dar vuelta para verificar si la proposicién es verdadera?

Resolucién: Analicemos las cuatro tarjetas:

= Sila tarjeta roja tiene del otro lado la palabra HOLA, entonces no sabremos su la proposicién se cumple
para todas las tarjetas con un lado de color rojo, por otro lado, si la palabra es CHAO inmediatamente
sabremos que la proposicién es falsa.

= El dar vuelta la tarjeta verde no nos da informacién sobre las tarjetas rojas, por lo que esta no la
debemos dar vueltas. Si el alumno tiene dudas de porque esto es asi, se le pide que explique su logica
y corregirle en donde este mal.

= Si damos vuelta la tarjeta con la palabra HOLA, si el color es rojo no podremos saber si la proposicion es
cierta para todas las tarjetas rojas, por otro lado, si el color es verde, no obtendremos nueva informacion.

= Si damos vuelta la tarjeta con la palabra CHAQO y el color es rojo, entonces inmediatamente sabremos
que la proposicién es falsa, por otro lado, si el color es verde, no obtendremos nueva informacién.

En conclusién, dar vueltas las tarjetas de color rojo y la que dice CHAO nos permite verificar si la proposicién
es falsa, pero no podremos saber con certeza si la proposicién es cierta para todas las tarjetas rojas. O
Ejercicio 2: Se define la proposicién compuesta

M:(pVq) = (-pAT)
Sin usar las tablas de verdad, demuestre que
M =pV (¢gA-r)
Resolucién: Demostraciéon por transformacion

(pVq)—= (—pAr)=-(pVaq)V(-pAr) (Caracterizacién de la implicancia)
=-(pVq)V-(pV-r) (Ley de DeMorgan)
=-[(pVqg) A(pV-r) (Ley de DeMorgan)
=-[pV (¢A-r)] (Distributividad)
Como M = —[pV (¢ A —r)], se obtiene que =M = —[=[pV (¢ A —7)]] = pV (¢ A =r) mediante doble negacién.
]

Ejercicio 3: Un numero impar se define como un nimero n € Z tal que
JkeZ:n=2k-1
Demuestre que si k es impar, entonces también se cumple que

W' €Z:n=2K+1



Con esto, demuestre que el niimero 903 es impar. Luego demuestre que NO existen niimeros m,n € Z tal que
416m — 512n = 903
Resolucién: Sea n un numero impar dado por:
n=2%k—-1
Donde k € Z, note que si definimos k' := k — 1, entonces:
2 +1=2k-1)+1=2k—2+1=2k—1=n
Por lo que también se cumple que 2k’ +1 = n. Ahora demostremos que el nimero 903 es impar, notemos que
2%x451+1=903=2%452—-1

Es decir, el nimero 451 satisface el valor de k tal que 2k + 1 = 903 = n, por lo que 903 es impar.
Por ultimo para demostrar que no existen m,n € Z tal que

416m — 512n = 903

se procede de la siguiente forma: Suponga que existen los nimeros m, n € Z satisfaciendo la igualdad, entonces
note que podemos factorizar por 2
2(208m — 256n) = 903

Como m, n son enteros, esto nos da que 208b — 256n es un entero. Notemos que 904 no es impar, pues:
451 %2+ 1=903 4522+ 1 =905

Por transitividad se puede ver que si k < 451, entonces 2k + 1 < 903 y que si k > 452,2k + 1 > 905. Ahora

Notemos que
904 = 903 4+ 1 = 2(208m — 256n) + 1

Al asumir que m,n € Z se asume que 208m — 256n es entero, por lo que encontramos un entero tal que
904 = 2k + 1, pero vimos que 904 no era impar, por lo que por contradiccién, m,n no pueden ser ambos
enteros. 0
Ejercicio 4: Un numero par se define como un nimero n € Z tal que

dkeZ:n=2k

2 es un nimero

Demuestre que si n es un niimero par, entonces no puede ser impar. Luego demuestre que si n
par, entonces n es un numero par.
Resolucion: Suponga que m es un nimero par e impar, es decir, 3k, k' € Z : n = 2k = 2k + 1, entonces

obtenemos que

1
— 4
k=k —|—2

Si k es entero, se obtiene que k' no lo es, y si k¥’ es entero, se obtiene que k no lo es, por lo que k y k' no pueden
ser enteros al mismo tiempo, por contradiccién, se obtiene que un nimero par no es impar y viceversa.
Ahora, suponga que n es un nimero impar, i.e. 3k € Z : 2k + 1 = n, entonces por calculo sabemos que:

n® = 2(2k* + 2k) + 1
Y como k € Z, (2k? + 2k) € Z, por lo que n? es impar, es decir

n impar — n? impar
Por lo que por contraposicién obtenemos que

n? par — n par



O
Ejercicio 5: Demuestre que para todo n € N, 3 divide a 4™ + 5.
Resolucién: Suponga que se cumple para algin n € N, es decir que para ese n, 3k € Z : 4" + 5 = 3k,
entonces note que:

4"t 4 5 =4.4"+4.-5—-4-5+5

=4(4" +5)—3-5
—3(4k) —3-5
=3(4k — 5)

Como k es entero se obtiene que 4k — 5 tambien lo es, por ende 4! + 5 es de la forma 3k’ y por ende es un
multiplo de 3.

Ahora note que para n = 1 el teorema es cierto, por lo que por induccién el teorema es verdadero. O
Ejercicio 6: (Propuesto) Demuestre la desigualdad de Bernouille, en otras palabras

1+2)">14nx

Para todos los = € R tal que z > —1, y para todos los n € N.
Resolucion: Notemos que si n = 1, entonces

A+2)=14+z=14+1-2
Por lo que nuestro caso base n = 1 esta demostrado. Supongamos que 3k € N : Vz > —1 real, se cumple que
(14+z)f>1+ka
Entonces, notemos que

(1+x)*>14+kz (-(1+x) a ambos lados)
(1+ )" >0 + kx)(1 + 2)
(L4 2)" >1 4 (k+ 1)z + ka?

Como kx? > 0, tenemos que 1+ (k+ 1)z + kz? > 1+ (k + 1)z, por ende:
(142 >14 (k+Da+ke?>14 (k+ Dz

Por transitividad:
A+2)*"* >14+ (k412

Por lo que por induccién, se obtiene que la desigualdad de Bernouille es cierta para todo n € N y x real
mayor que -1. O
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Ejercicio 1: Demuestre que para todo n € N se tiene que 8" — 3" es divisible por 5
Resolucién: Caso base: Sea n =1,
gt —3'=8-3=5

Hipdtesis inductiva: Existe un n € N tal que, existe un m € N que satisface
8" —3" =5m
Induccién: Notemos que
8n+1 o 3n+1 =8 8n 3. 3n

=8-8"—-3-3"—-8-3"4+8-3"

=8(8" —3") —3"(8 —3)

=8-5m—3"-5

=5(8m — 3")
Entonces, como 8"t — 37*! es de la forma 5 - k, con k algtin entero, entonces 8”1 — 3"*+! es divisible en 5

y por ende, por induccién se obtiene que 8" — 3" es divisible en 5 para todo n € N. O
Ejercicio 2: Demuestre que para todo n € N se tiene que

2n+1

1 5
2 5%
k=n+1
Resolucion: Paso Base: sea n = 1, tenemos que
! 1 1.1 5 _5
> =Y istimess
k:n+1 k=2
Por lo que la proposicién es cierta para n = 1
Hipdtesis inductiva: Existe algin n € N tal que:
k
k=n+1

Induccién: Desde la desigualdad de la hipétesis inductiva, manipulamos para obtener una sumatoria de la

forma
2n+3

> 5

k=n+42



Entonces, desde la sumatoria de hipdtesis:

2n+1

1 5
%<6

k=n-+1

2n+1
1 1 5
L
n+1 k:n+2k 6

1 1 1 15 1 1
+ ) s+ <S4+ -

n+1 s +2k 2n+2 2n+3 "6 2n+2 2n+3
2n+3
1 1 5 1 1
<z
n—|—1+ Z k _6+2n+2+2n+3
k=n-+2
Q’f SN B 1
k:n+2_6 2n+2 2n4+3 n—+1
AL 6
Mt 6 2n+1)(2n+3) ~ 6
2n+3
> <
k=n-+2 6
Entonces obtenemos que si
2n+1 1 5
> 555
k=n+1 6
entonces ot
n+
DL
k— 6
k=n+42

Por lo que por induccién se obtiene el resultado.
Ejercicio 3: Para enteros no negativos n, definimos w,, recursivamente como

U():O

Uk4+1 = U + 3% parak >0

Demuestre que u,, = n3"~! para todo n entero no negativo
Resolucion: Caso base: sea n = 0, entonces

up=0=0-3"1
Hipoétesis inductiva: Supongamos que existe n natural tal que
Uy =n3" !
Induccién: Notemos que, aplicando la definicién de u,11, podemos aplicar la hipétesis inductiva:

Up+1 :3un + 3"
=3(n-3""1) +3"
=n-3"+3"
=(n+1)3"

Por lo que por induccién se obtiene el resultado.



Ejercicio 4: Consideremos el nuevo simbolo | e interpretamos la proposicién (p | ¢) como “ni p ni ¢”.
Es decir, (p | q) es verdadera si y solo si p y ¢ son falsas Demostrar las siguientes equivalencias légicas:

a) -p< (plp).
b) pveg) = (plad(plq).
c) (prhg) = ((pip)d(adq)

Resolucion:

a) Notemos por tabla de verdad que:

plplp | p
\% F F
F \% \%
Por lo que —-p < (p | p).
b) Notemos que por la parte a)
pla)lpla)e-(pla
Y haciendo la tabla de verdad, obtenemos que
pla|plg|~(plg |pPVyg
VIiV| F \Y% \Y%
V| F F A% A%
F|V]|] F \Y% \Y%
F|F \% F F

Por lo que por tabla de verdad, tenemos que (pV ¢q) < ((plq) ) (pd q)).

¢) Notemos que por la parte a)
((pdp)d(gla)) < (=p) L (~q)

Por lo que haciendo la tabla de verdad

pla|wp|~qg|(pl(-g | pAg
VI(V|F [F Y %
VIF|F |V F F
F| V|V |F F F
F|F| V|V F F

Ejercicio 5: Demuestre las siguientes afirmaciones sin usar tablas de verdad
1. pV(gA-r)=p=—(g=r)
2. ~(pV(pAg)=-pA—q
3. (pAQV(pA—-g)V(mpAq)V (—p A —q) es una tautologia
Resolucioén:

1.
—pV(gA-T) =-pV-(-qVrT) Ley de DeMorgan
=-pV-(¢=r) Caracterizacién de la implicacia
=p= —(q—r) Caracterizacién de la implicancia



—(pV(-pAq) = ﬂ_((p V=) A(pVq)) Distribucién

~(VV(pVyq) Tercio Exclusivo
=-(pVq) Dominancia
=-pA g Ley de DeMorgan

3. Por conmutatividad y distributividad, tenemos que
PADV A=V (pAgV (pA=g) = ((pAQV (tp A=)V (PA=G)V (=P Ag)
Distribuyendo (p A q) V (—p A —¢) obtenemos que
=(ergdV-pAr(pA)V-q) VA=V (-pAg)
Y volviendo a distribuir tenemos que
=[eV-p)A(pVOA V- A(gN=OIV(pA—g)V(=pAg)

Ahora notemos que podemos aplicar Tercio exclusivo, y luego podemos aplicar identidad, por lo que
obtenemos

=[(pV APV =gV (A= V(-pAg)
Y la parte izquierda parece mucho la negacién de la parte derecha, por lo que aplicamos doble negacion

=[(=pV@) APV 9]V -=(pA-=g)V-=(=pAg)

Aplicamos una ley de DeMorgan para ingresar las negaciones a los paréntesis:

[(GpV e APV =gV —(=pVag)V-(pV—q)
Y otra ley de Demorgan para agrupar en un paréntesis lo de la derecha
=[(pV AV -glV-l-pVaeVipV—g)
Y notemos que tenemos algo de la forma r V —r, por lo que aplicando tercio exclusivo obtenemos que
=V

Es decir
(A VPA=q)V (=pAq)V(=pA—q)

Es tautologia.

Ejercicio 6:
1. Demuestre que no existe el nimero natural ”maés grande”
2. Demuestre que no existe el nimero real "més pequeno”
Resolucioén:

1. Supongamos, para llegar a una contradiccién, que existe un n € N que es el méas grande, es decir,
cumple que:
YmeN,m<n

Ahora, notemos que n + 1 € N (;porqué?), por tanto se debe satisfacer que
n+1<n

Lo que nos da que
1<0

Pero nosotros sabemos que 0 < 1 (jpuede demostrarlo?), por lo que hemos llegado a una contradiccién,
lo que hemos asumido es falso y por ende N no tiene un niimero méas grande.



2.

Supongamos, para llegar a una contradiccién, que existe un r € R que es el méas pequeno, es decir,
cumple que
Vs eR,r<s

Notemos que 7 — 1 € R, por tanto se debe satisfacer que
r<r-—1

Lo que da
0<—-1 de. 1Z0

Lo cual sabemos que es falso, por lo que lo asumido es falso y por ende obtenemos que R no tiene un
nimero mas pequeno.

O

Ejercicio 7: Demuestre las siguientes afirmaciones segin se indica:

a)
b)

c)

Si a? + 4b? es impar, entonces a es impar (por contradiccién).
Si ab es impar, entonces a y b tienen que ser impares (por contrapositiva).

Si a, b, ¢ son pares, entonces 2a + 3b + 5¢ es par (directamente).

Resolucién:

a)

Supongamos que a? + 4b? es impar (por enunciado) y que a es par, es decir, hay algin k € Z tal que
a = 2k, por lo que notemos que

a® +4b* = 4k* + 4b* = 2(2k? + 2b%)

Como k y b son enteros, tenemos que 2k2 + 2b? es entero, por lo que a® 4 4b? es par, pero por enunciado
sabemos que es impar, por lo que a no es par, y por ende, es impar.

Si a o b es par, (suponga, sin perdida de generalidad que a es par) entonces existe un k entero tal que
a = 2k y por ende
ab = 2kb

Como kb es entero, tenemos que ab es par, es decir
a par o b par = ab par
Por lo que por contrapositiva tenemos que

ab impar = a impar y b impar

Si a, b, ¢ son pares, entonces existen ki, ke, k3 enteros tal que
a:2k1, b:2k2, C:2]€3

por ende
2a + 3b + 5¢ = 4kq + 6ko + 10k3 = 2(2k1 + 3ko + 5]{}3)

Como 2k; + 3ky + 5k3 es entero, tenemos que 2a + 3b + 5¢ es par.
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Ejercicio 1: Sean A, B, C conjuntos. Determine justificadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas
o falsas

1. SiCCANB,entonces CCAyCCB
2. SiC CAUB,entonces CC Ao CCB
3. Si A C B, entonces A¢ C B¢
Resolucion:
1. Es cierta, pues Ve € C,c € AN B (por contencién), como ¢ € AN B, obtenemos que ¢ € AAc € B.

2. Es falsa, seax € A,y € B,x ¢ By y ¢ A, si definimos C' como C = {z,y}, entonces C C AU B, pero
C no es subconjunto de A debido que hay un elemento de C' que no estd en A, por lo que C C A o
C C B es falso.

3. Es falsa, en primer lugar recordemos que para definir el complemento de A, necesitamos de un conjunto
universo el cual no estda dado, por lo que A€ carece de sentido. En segundo lugar podemos considerar
el conjunto A = {1,2,3}, B = {1,2,3,4},Q = {1,2,3,4,5}, donde § es nuestro conjunto universo,
entonces tenemos que A° = {4,5}; B¢ = {5}, por lo que tenemos que A® ¢ B°.

O
Ejercicio 2: Sean A, B conjuntos. Demuestre que A = B si y solosi AUB = AN B.
Resolucién:

= Si A = B, entonces V& € A,x € By viceversa. Por un lado note que Vo € ANB,x € AANx € B,= x €
AVzeB=x¢€ AUB, porloque ANB C AU B. Por otro lado note que xt € AUB=x€ AVz¢€

Bﬂ)xeAAxeBﬁxEAﬂB, por loque AUB C ANB.
Como tenemos que AUB C ANBy ANB C AU B, por doble contencién obtenemos que AUB = ANB.

< Si AUB = AN B, entonces Vr € AU B,z € AN B. Por un lado notemos que xt € A =z € AUB =
re€ANB=x€ ANz € B, por lo que A C B. Por otro lado notemos que t €« B=x€ AUB=x €
ANB=x€ ANz € B, porloque BCB.
Como tenemos que A C By B C A, por doble contencién obtenemos que A = B.

O
Ejercicio 3: Se realizé una encuesta a 95 estudiantes de ensenanza media, para saber a que dedican su
tiempo libre:

= 45 se dedican a ver television;
= 53 a navegar por internet;
= 50 a salir con amigos;

= 25 ven televisién y navegan por internet;

10



= 20 ven televisién y salen con sus amigos;
= 30 navegan internet y salen con sus amigos;
= 10 realizan las tres actividades,
a) Represente la situacién descrita en un diagrama de Venn sin dejar zonas vacias.
b) ;Cuéantos estudiantes realizan solo una de estas actividades?
¢) ;Cudntos estudiantes no realizan ninguna de estas actividades?
Resolucion:

a) El diagrama de Venn es el siguiente:

Television

Salir con amigos Navegar en internet

Se procede de la siguiente forma:

e Como hay 10 estudiantes que hacen las 3 actividades, se rellena el area en comun.

e Como hay 30 estudiantes que navegan en internet, y que salen con sus amigos, y 10 de estos también
ven televisién, entonces obtenemos que 20 estudiantes salen con amigos, navegan en internet pero
no ven television.

e Como hay 20 estudiantes que salen con amigos y ven televisién, de los cuales 10 también navegan
en internet, obtenemos que 10 salen con amigos y ven televisién pero no navegan en internet.

e Como hay 25 estudiantes que ven televisiéon y navegan por internet, y 10 de estos también salen
con amigos, obtenemos que 15 estudiantes ven televisién y navegan por internet, pero no salen con
amigos.

e Como hay 50 personas que salen con amigos, de las cuales, 40 hacen otra actividad, obtenemos
que solo 10 personas solo salen con sus amigos.

11



e Como hay 45 personas que ven television, de las cuales 35 hacen otras actividades, obtenemos que
hay 10 personas que solo ven televisién.

e Como hay 53 alumnos que ven televisién, de las cuales 45 hacen otras actividades, obtenemos que
8 solo ven televisién.

e Como en el diagrama tenemos 83 personas, quiere decir que 12 no hacen ninguna de esas activi-
dades.

b) Como podemos ver en a), hay 28 estudiantes que solo hacen una actividad.

¢) Como vimos en a), hay 12 estudiantes que no realizan ninguna de las actividades mencionadas.

O
Ejercicio 4: Considerando el conjunto A = {1,2,3}, determine si cada una de las siguientes proposiciones
es verdadera o falsa. Escriba la negacion de cada una de ellas.

a) (VB € P(A))(3z € A)(z € B)
b) (3z € A)(Vy € A)(|jz —y| € A)
¢) VBC A)B#0=3xcA, B =u)
Resolucién:
a) Es falsa, pues 0 € P(A), y Vz € A,z ¢ 0. La negacién serfa:
(3B € P(A))(Vz € A)(z ¢ B)

b) Es falsa, pues si es cierta implica que |z — x| € A, pero 0 ¢ A. Su negacién seria:

(Ve e A)Fy € A)(|lz -yl ¢ A)

¢) Si B = (), entonces |B] = 0 ¢ A, en cambio, si B # (), entonces |B| puede ser 1, 2 o 3, por lo que
|B| = x € A, para algiin z en A, entonces la proposicién seria cierta. Su negacién serfa:

(3BC A)(B=0AVz € A, |B| #x)

Ejercicio 5: Traduzca al lenguaje matematico la siguiente frase:
“Los nimeros naturales tienen un menor elemento, pero no tienen un mayor elemento.”

Luego, niegue la proposicion matematica.
Resolucién: Notemos que la primera parte de la frase en lenguaje matematico es:

(3n € N)(Vk € K)(n < k)

¢

El “pero” en la oracién es dificil de traducir, pero notemos que es lo mismo decir “y los naturales no tienen
un mayor elemento”, que es la negacién de decir “los naturales tienen un mayor elemento”. Por ende, segunda
parte de la frase en lenguaje matematico es:

=[(3n e N)(Vk e N)(k <n)] = (Yn € N)(Fk e N)(n < k)
Por lo que uniendo las dos frases tenemos que
(Fn eN)(Vk e N)(n < k) A (Yn € N)(Fk € N)(n < k)

Y la negacion es
(Vn e N)(Fk e N)(n > k) V (In € N)(Vk € N)(n > k)

12



Ejercicio 6: Niegue la proposicion
(Vy € RN (3lr € RY)(2? = y)

Resolucién: 3! es una forma de decir que existe un tnico, una negacién seria decir que existen multiples
que satisfacen la proposicién, otra opcién podria ser que no existe, por lo que usando la primera opcién de
negacién tenemos que

(y € RY)(Fzy, 20 € RT 1 2y # 13) (22 = 23 = y)

Es decir, existe un y real positivo tal que tiene dos raices positivas distintas entre si. Usando la segunda
opcidén, tenemos que

By € RY) (Ve € RY)(2” # y)

Es decir, existe un real positivo sin raices positivas. O

13
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Ejercicio 1: Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
a) 3zeRVzr e R, zzx = 2.

b) Vpe N,dge N,p < q.

c) IpeN,VgeN,p<yq

d) Vae Q¥ e Q,a<b = Fz€Q:a<z<b

Resolucioén:
a) Es cierta, pues sea z = 0, tenemos que Vx € R,zz =0z =(1—- 1)z =2 —2=0= =z

b) Es cierta, sea p € N, defina ¢ := p + 1, note que ¢ € N (;Porqué?), entonces como sabemos que 0 < 1,
entonces p < p—+1=gq.

¢) Es falsa por contraejemplo, pues sea p = g = 1, tenemos que p < ¢ es falso.

d) Es cierta, sean a,b € Q: a < b, defina z := ‘IT“’, entonces notemos trivialmente que:

2a < a—+b<2b

Por lo que, al dividir en dos, obtenemos a < x < b.

Ejercicio 2: Niegue las siguientes proposiciones:
a) Ime A Ve e A,z <m.
b) Vn e Nyn~! <n <n?
) VaeQ,VbeQ,a<b = Jxze€Q:a<z<b

Resolucién: Recordemos que negamos por partes de la frase, los V se vuelven 3 y viceversa, y las partes de
proposicién p se vuelven —p:

2)

Vme A, dx € Ajx >m

b)
IneN,nt>n>n?

c)
JaeQ,WeQ,a<bAVzreQ,a>x ANz >Db)

(Recuerde que —(p — ¢) = ~(—pV q) =p A —q).
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Ejercicio 3: Sea A C N tal que A # (), determine el valor de verdad de la siguiente proposicién:
(Vo € A)(Fy € A)((z* + y) es par)

Resolucién: Es cierta, en primer lugar si x es impar, entonces existe k natural tal que z = 2k — 1. Luego
notemos que:

2w =2k —1)?+2k—1=4k* — 4k + 1+ 2k — 1 = 4k? — 2k = 2(2k* + k)

Por lo que 22 + x es par, y por ende, si 2 es impar, entonces existe y tal que 22 + y es par. En segundo lugar,
si ¢ es par (;Porqué un nimero, o es par, o es impar?), entonces existe k natural tal que = 2k. Luego
notemos que:

2? +x = (2k) + 2k = 4k® + 2k = 2(2k* + k)

Por lo que, 22 + x es par, y por ende, si = es impar, entonces existe y tal que 2% 4 y es par.
Ejercicio propuesto en base a la demostracion: ;jPuede demostrar que esto no es necesariamente cierto, si
colocamos la condicién de que y # x? O
Ejercicio 4: Pruebe que z* + 323 + 322 + 32 + 2 es divisible por = + 2.
Resolucién: Sabemos por teorema que, si p(z) = 2% + 323 + 322 + 3z + 2; ¢(z) = x + 2, entonces Is(x), r(z)
tal que:

pl(x) = s(x) - a(a) + ()

Se dice que g(z) divide a p(z) (o que p(x) es divisible en ¢(x)) si r(x) = 0 (i.e, r(z) = 0 para cualquier ),
entonces realizamos la divisiéon polinémica:

' + 323 + 322 + 32+ 2 = (;1' + 2) (;r3 +x2 4+ l)

o J,-I o 2.!'3
S+ 3z
— 3 22
%+ 3z
—z2 -2z
T+2
—x—2
0
Como el resto es 0, obtenemos que z* + 323 + 322 + 3z + 2 es divisible por z + 2. O

Ejercicio 5: Determine si 2° — 3z* — 22 — 22 — 3 es divisible por z — 3.
Resolucion: Veamos el resto de la divisiéon polinémica:

z° — 3z — 22 -2z -3 = (.I' o 3) (Jr'l — I — 5) — 18

— 25 4 3
— a2 -2
2 — 3z
—b5r —3
S — 15
— 18
Como el resto no es 0, 2° — 3z* — 22 — 22 — 3 no es divisible en z — 3. O

Ejercicio 6: En cada uno de los siguientes casos, determine si ) es factor de P.
a) P(x) =2 +32% — 522 + 20 — 24; Q(z) =x — 2.
b) P(x) = 2® —42% — 182+ 19; Q(z) =z + 3.
¢) P(z)=2x"+523 + 322 + 82+ 12; Q(z) =2z + 3.
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Resolucion:

a) Realicemos la divisién polinémica:

rt + 323 — B2 +2J721=(172)(1"‘+’)1 +’)l+12)
4 9.3
—x* 4+ 22
5x% — Ha?
— 5% + 10z
522 + 2x
— 522 + 10z
122 —
— 12z + 24

Como el resto es 0, @ es factor de P.

b) Realicemos la divisién polinémica:

¥ —A4x? — 18z + 19 = (x + 3) (* — Tz + 3) + 10
2

R
— 722 — 18z
Tr? + 21z
Jr+ 19
—3r —9

10

Como el resto es 10, @ no es factor de P.

¢) Realicemos la divisién polindmica:

2z + 527 + 322 + 8z + 12 = (2¢ + 3) (2® + 2% +1)

— 2zt — 343
223 + 32
— 217 — 32°
8r+1
— 8z — 12

Ejercicio 7: (Propuesto) Sean A, B, y C conjuntos. Demuestre que si se cumple
(ANC=BnNnC)AN(AUuC=BUC)

Entonces A C B.
Resolucién: Notemos que A puede ser descrito como

A=(ANC)U(A\C)

Sea & € A arbitrario, por un lado, si x € ANC, entonces x € C 'y x € BN C, por lo que z € B. Por otro
lado, si x € A\ C, entonces x ¢ C, y como 2z € AUC, entonces x € BUC' y por ende, x € B.

Para ambos casos se tiene que z € A = x € B, por lo que por definicién, A C B. O
Ejercicio 8: (Propuesto) En una delegacién formada por 44 deportistas, encontramos algunos que partici-
paran en las siguientes disciplinas: salto alto, 100 metros planos y salto con garrocha, la participacién de ellos
es la siguiente:
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= 24 participan en salto alto;
= 18 participan en salto alto y/o 100 metros, pero no en garrocha,;
= 25 participan en garrocha;
= 7 participan en todas las disciplinas;
= 9 participan en 100 metros, pero no en garrocha;
= 12 no participan ni en salto alto ni en 100 metros;
= 15 participan en salto alto, pero no en garrocha.
Determine:
a) ¢ Cudntos no participan en ninguna de las disciplinas?
b) {Cudntos deportistas participan en salto alto y garrocha?
¢) ;Cudntos deportistas participan en més de un deporte?

(Hint: realice el diagrama de Venn).
Resolucién: Realicemos el diagrama de Veen, si consideramos

S = {alumnos que participan de salto alto}
P = {alumnos que participan en 100 metros planos}
G = {alumnos que participan en salto con garrocha}

Consideremos el siguiente diagrama de Venn:

U
Entonces tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
a+b+c+d+e+f+g+h = 44
a+b+d+e = 24
a+b+c = 18
d+e+f+yg = 25
e = 7
b+c = 9
g+h = 12
a+b = 15
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Resolviendo el sistema (el desarrollo queda para el lector), se obtiene que

a = 9
b = 6
c = 3
d = 2
e = 7
f =5
g = 11
h = 1
(/‘r
S P

[a—

a5
5

Por lo que:
a) 1 persona no participa en ninguna disciplina.
b) 9 personas participan en salto alto y garrocha.
¢) 20 deportistas participan en més de un deporte.

O
Ejercicio 9: Sea U el conjunto universo. Considere los conjuntos fijos A, B C U, con A # ). Para cualquier
conjunto X C U se define un nuevo conjunto C'(X) de la siguiente manera:

_[X\B si ANX#0
C(X)_{XUB si ANX =10

a) Pruebe que C(A) = A\ B.

b) Pruebe que C(A°) = (C(A))°.

¢) Pruebe que C(A)UC(B) C AUB
Resolucién:

a) Notemos que
_[JA\B si ANA#0
C(A)_{AUB si ANB=10

Como A#0, ANA#(,y por ende, C(A) = A\ B.
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b) Notemos que
o JA\B si ANA°#0
C<A)_{ACUB si ANA°=10

Y siempre se cumple que A N A° = ), por lo que C(A¢) = A°U B, luego note que:
A°UB=(ANB%)°=(A\B)°=(C(A))°
Por ende, C(A°) = (C(A))°.
¢) Demostraremos por casos, si AN B = {):
CAucB)=(A\B)U(BUB)=(A\B)UBC AUB

Si AN B #(:
C(A)UCB)=(A\B)Ul=A\BCACAUB

Por lo tanto, queda demostrado el resultado.
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Ejercicio 1: Demuestre que x 4 y es factor de 2° + 3° y de 27 + y7. Encuentre el factor en cada caso.
Resolucién: Supongamos que y es una constante dada y que z es una variable real, entonces procedamos a
hacer divisiéon polinémica:
25 +y° = (x4 1) (2 — g + y22? — Pr + o)
- J.Fr o !I_.’.-l
— ya'
yrt + 223
y2r®
— o223 — 322

3.2
— gl
!/3..’.2 + ”-1_1.
y'e+y°
—y'r —y°

0
+yT = (J. + ,u) (_,.:; — yr® + 22t — Pyt — P+ ”G)

PO

6

. !I.,.()
L.
yz® +y°x®

— you?
!/5;’.'_’ + !/Q‘).'.
yox +y”
—ylr—y"

Esto nos indica que z + y divide tanto a z° + y° como a 27 4+ 37 y obtenemos de forma inmediata los
cocientes. O
Ejercicio 2: Encuentre a y b de modo que el polinomio

P(z) = anz™ — b(n+ 1)z" ' + 2 +2

sea divisible por 22 — 3z + 2.
Resolucién: Notemos que las raices de 22 — 3z +2 son o = 1;2 = 2 (obtenible rdpidamente usando teorema
de raices racionales), entonces nos gustaria que 1 y 2 sean raices de P(z), notemos que:

P(l)=an—bn+1)+3
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P(2) = an2" —b(n+1)2"" +4
Si igualamos P(1), P(2) a 0, obtenemos un sistema de ecuaciones, primero, en P(1) = 0 despejamos a:
b 1)—-3
P(1)=0=a= bln+1)-3
n
Y reemplazamos @ en P(2) = 0:
P2)=0=[b(n+1)-32" —bn+1)2" ' +4=0=
3-2"—4
bln+1)(2" —2""1)—-3.2"+4=0=>b= ——
(n-+ 1) )-8 d=0=b= o i

Y con b encontrado, reemplazamos para obtener a:

n n 2n—ln n-2n—1
Y por ende, hemos encontrado nuestros a y b. O
Ejercicio 3: Determine la factorizacién de

bn+1)-3 8204 3 3.9m—4—3.27"1 3.9n71_y4
- a = =

R(x) = 2% + 2 4+ 10

en polinomios irreducibles de R[x].

Resolucién: Usando el teorema de raices racionales, tenemos que el numerador de una raiz racional puede
ser +1,+2, 45, +10; mientras que el denominador solo puede ser 1, por lo que verificamos cada raiz hasta
encontrar alguna, comenzando de menor a mayor:

R(-10) = -1000-10+10 = —1000
R(—5) = -—-125—-5410 = —120
R(-2) = —-8—-2+10 = 0
Por lo que —2 es raiz de R(x), ahora dividimos R(x) en z + 2:
x3 +x+10:(x+2)(:1c2—2x+5)
— a3 — 222
—22% 4z
222 + 4z
5x + 10
—5x —10

0

Notemos que el determinante de x2 — 2z + 5 es negativo, por lo que este polinomio es irreducible, y por ende,
obtenemos que
R(z) = (z + 2)(2? — 22 + 5)
Es la forma irreductible de R(z). O
Ejercicio 4: Considere el polinomio
p(x) =225 + 32% — 923 + 112% + 42 — 2

Factorice p(z) completamente en R[z]. Ayuda: p(1 +4) = 0 y p tiene una raiz racional.
Resolucién: Primero notemos que las posibles raices racionales de p son £1,+2, :I:%7 entonces evaluamos:

p(—2) =32 48 — 72+ 4448 — 2 = 90
p(—1)=24+3-94+11+4—-2=15
p(1)=2+43-9+11+4-2=9
p(2) =90

3 9 11

1
—1/2)=—— 4+ — 44— —2-2=
p(—1/2) TRECRE R 0

Factorizamos por x + 1/2:
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20° 4+ 3zt — 923 + 112 + 40 — 2 = (x4 §) (22 + 22% — 102? + 16z — 4)

— 2% — gt
2z% — 923
—2z* —28
— 102 + 1122
1023 4 522
1622 + 4z
— 1622 — 8z
—4x —2
4z + 2
0

Ahora usamos la ayuda, como p(1 + i) = 0, entonces 1 + i es rafz de 2(z* + 2® — 522 + 8z — 4), y por ende,
1 — ¢ también lo es, factorizando (x — (1 —4))(x — (1 +14)) obtenemos que

1
22° + 3zt — 923 + 112% + 42 — 2= (z + 5)(3:— (1 —4))(z — (1414))(22% + 62 — 2)

Note que discriminante de 222 + 62 — 2 es positivo, entonces obtenemos las raices con las férmula cuadrética,
obteniendo:

Entonces, factorizamos:

225 4 32% — 92% + 112° + 4o — 2 = <x+;> (z—(1—=i))(z—(1+2)) (5032\/@> (x?)z\/ﬁ>

Y como nos piden la factorizacién en R[z], multiplicamos los factores complejos, obteniendo:

1 - 1 -3—-v1
20° + 32 — 923 + 1122 + 4o — 2 = <x+2> (:c—?)_;\/?)) (m—32\/73> (z% — 2z +1)

Ejercicio 5: Encuentre todas las raices del polinomio
ot + 42 — 2% — 8z + 10.

Resolucién: Notemos que los divisores de 10 son +1;42; £5; +10, y que los divisores de 1 son +1, por lo
que nuestras posibles raices racionales son +1;+2; +5; +10, comprobemos de menor a mayor (llamemos al
polinomio, p).

p(—10) = 10000 — 4000 — 700 — 80 + 10 = 5230

p(—=5)=625+125-4—25-7—8-5+10=0
Por ende, (x +5) factoriza a p(z), hacemos la divisién polinémica para obtener rdpidamente la factorizacién:

xt + 4x® — 722 —8x+10=(x—|—5) (m3—x2—2x+2)

— g% — 58
— 3 — T2
3 4 52
— 222 — 8z
2z2 + 10x
2x + 10
—2x —10

0
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Ahora notemos que las posibles raices del nuevo factor son +1;+2, llame al nuevo factor g(x) y revisemos

las raices de menor a mayor:

Ahora, factorizamos el (z — 1):

Entonces tenemos que

—8-4-4+2<0
a-1)=-1-1424+2=2
g1)=1-1-2+2=0

<
=
I
DO
>
I

d—a?—2z+2=(z—1) (22— 2)

— 23 4 g2
—2x+2
20 — 2
0

ot 4o — T2t —8xr +10 = (2 + 5)(z — 1) (2 — 2)

Y es rapido ver si el nuevo y ultimo factor tiene raices:

Por ende:

2t 4+ 42° —

P?-2=0=2=4V2

722 — 8z + 10 = (2 +5)(z — 1)(z — V2)(z + V2)

O

Ejercicio 6: Sean p y ¢ polinomios con deg(q) = 10. Demuestre que si el resto al dividir p por q es 23 + 1,
entonces el resto al dividir p? por q es (23 + 1)2.

Resolucién: Sea s(z) tal que

Tenemos que

Por ende, el resto de la divisién p?/q es (z3 + 1)2.

—

L)

—~

5

~

V)
—~ o~

plx) = q(a) - s() + 2* + 1

) + 2% +1])?
2))? + 2[2° + 1g(z)s(x) + (¢ + 1)
z)s(:c)2 + 2(3:3 + D)s(x)) + (x‘3 + 1)2

2
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Ejercicio 1: Encuentre todas las raices de P(x) = 23 — 2(1 +i)a? — (1 — 2i)z + 2(1 + 2i) sabiendo que 1+ 2i

es raiz.
Resolucién: Como 1 + 2i es raiz, comenzamos dividiendo P(z) en (z — (1 + 27)):

3 =2(1+d)2? —(1-2)z +2(1+2) |Jz—(1+2)= 22-2-2
—(2®  —(1+2i)2?)
—a? —(1—20)z  +2(1 + 2i)
—(—a? +(1+ 24)x)
—2x +2(1 + 24)
—(—2x  +2(1+2i)
0

Entonces, obtenemos que:
P(x) = (z — (1 +2))(2*> —z —2)
Como el segundo factor es cuadratico, usemos la formula cuadratica para obtener las raices:

(D) EV(1)2—41)(-2)  1£V9  1£3 [ 2
v 2(1) T2 T2 _{—1

Entonces, tenemos que 22 —x — 2 = (z + 1)(z — 2), y por ende:

Plz)=(x—(142i))(x—2)(z+1)

Y las raices son 1 +2¢, 2y — 1. O
Ejercicio 2: Sea P(x) = 2% + az? + bz + ¢ un polinomio con coeficientes reales. Si se tiene que 1+ i es rafz
de Py que el polinomio g(x) = p(x?) tiene a x = —2 como raiz, determine los coeficientes de P(z).

Resolucion: Queremos encontrar los valores de a; b; ¢, para ello, necesitaremos plantear un sistema de ecua-
ciones. Como 1 + i es raiz, podemos notar que

P(1+41)=0
(140 +a(l+4)>+b(l+i)+c=
I+ +3)>+a(l+2i—1)+b+ib+c=
2i(1+4)+2ia+b+ib+c=
20—-242ia+b+ib+c=
b+c—2+4+i(2+2a+0b)=0 (1)
Luego, como 1 + ¢ es raiz, tendremos que 1 — ¢ también serd raiz, por lo que podemos notar que:
P(1-14)=0
(1—i)+a(l—49)>+b(l—i)+c=
(1—-i)1—i)*+a(l—2i—1)+b—ib+c=
—2i(1 — i) — 2ia —ib+b+c =
—21—2—2ia—ib+b+c=
b+c—2—i(2a+b+2)=0 (2)
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Por ultimo, como —2 es raiz de ¢(x), tenemos que

Es decir, 4 es raiz de P(z), por lo que podemos notar que:

P(4) =0
64+ 16a+4b+c=0 (3)

Luego, tenemos 3 ecuaciones de 3 variables cada una, por lo que podemos determinar una solucion al sistema,
notemos que si sumamos (1) y (2):

b=2-c¢

(1)—|—(2):2(b+c—2)=0:>b+c—2:>{022_b

Si reemplazamos ¢ en (2), entonces tenemos que:

b+c—2+4+i(2+2a+0b) =
b+ (2-b)—2+i(2+2a+0b) =

Ahora, expresemos ¢ en términos de a:
c=2-b=24+2+2a=4+2a
Y reemplacemos b y ¢ en (3):

64 + 16a + 4b + ¢ =0

64 + 16a — 4(2 + 2a) + 4 + 2a =0
68 + 180 — 8 — 8a =0

60 + 10a =0

a=—6
Y dejamos expresado explicitamente b y c:

b=-2—-6=-8;, c=4—6=-2

Ejercicio 3: Encuentre todas las raices del polinomio
o5 — 4ot F 42 — 2 +4x 4

y factoricelo como polinomios irreducibles en Clz].

Resolucién: Como el coeficiente libre y principal (es decir, el coeficiente que no tiene variable y el coeficiente
que acompana la variable de mayor tamafio) son relativamente pequefios, podemos usar rapidamente el
teorema de raiz racional para ver si el polinomio tiene raices racionales. Notemos que nuestras posibles raices
racionales son:

{£1; £2; +4}

Llamemos P(z) = x% — 4a* + 423 — 2% + 42 — 4, comencemos evaluando las posibles raices positivas, desde
menor a mayor:
P(1)=1-444-144-4=0

Como x = 1 es raiz, dividimos P(z) en x — 1 para reducir las posibles raices:
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b —drt 4428 — 2 44— 4= (m—l) (a:4—3a:3+x2+4)

— 5 42t
— 3x* 4 423
3zt — 323
23 _ g2
— 23 4 22
4r —4
—4r+4
0

Esta vez no pudimos reducir las posibles raices, asf que llamemos Q(z) = x* — 32 + 22 + 4 y evaluemos en
las posibles raices {+1; +2; +4}:

Q) = 1-34+1+4> 0

Q(2)= 16-3-844+4= 0

Como z = 2 es raiz de Q(z), dividimos Q(z) en x — 2 para reducir las posibles raices, también notemos que
como = = 1 no es raiz de Q(z), no serd raiz de ningin factor de Q(z):

xt =323 + 22 +4=(z-2) (2 —2? -2z -2)

—zt 4 223
— 3 422
x3 — 222
— 2
z? — 2z

—2r+4

2v —4

0

Llamemos R(z) = 2% — 2% — 2 — 2, y notemos que las posibles rafces son {—1,+2} (Ya descartamos 1 como

raiz), por lo que vamos evaluando:

R(-1)= -1-1+41-2= -3
R2)= 8-4-2-2= 0

Por lo que dividimos R(z) en x — 2:

v —x—2:(1‘—2) (x2—|—a:+1)

— 23 + 222
22 —x
—22 422
T —2
—xr+2
0

Como el tltimo factor obtenido es 22 + = + 1, este es irreducible en R, pero nos pidieron la descomposicién
en polinomios irreducibles en C, por lo que usamos la formula cuadratica para obtener las raices:

-1 /(1)2-4(0)(1)  —1+V=3  -1+iV3
N 2(1) B B

v 2 2

Por ende, la factorizacién irreducible de P(z) en polinomios irreducibles en C es:

2’ —ba' +da® — ot Hdr—d = (0 - (-2 (x_12¢§> (““’—Hz\/g>
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Ejercicio 4: Sea a un dngulo, si sabemos que
sen?(a) + cos®(a) = 1
Pruebe que:
a) tan?(a) + 1 = sec?(a).
b) cot?(a) + 1 = csc?(a).
Resolucion:

a) Usando la definicién de tan y sec, notemos que:

2
tanz(a) +1= sin”(a)

cos?(a)
1 —cos?(a)
~ cos?(a)
1 cos? ()
cos?(a)  cos?(a)
1
 cos?(a)

+1

+1

—-1+1
=sec?(a)

b) Usando la definicién de cot y csc, notemos que:

cot?(a) +1 = ! +1
tan?(a)

1

sin?(«)
cos?(a)

2
cos®(a) 41

sin?(a)

_1- sin?(a)
sin(a)

_ sin?(a)

sin?(a)  sin®(a)

=csc?(a) — 1+ 1 = csc?(a)

+1

+1

Ejercicio 5: Sea ABC un tridngulo como el de la figura:

A
«
b y/70
C a B

3.
57
Resolucién: Como tan(a) =

Si el valor de tan(a) = £ZBCA =90°, encuentre el valor de a y el area del tridngulo ABC.

cateto opuesto

cateto adyacente: UENEMOS que se debe cumplir que



También, como es un tridngulo rectangulo en C, tenemos que se debe cumplir que

a2 +b2 =70 (2)
Entonces, despejamos a en (1)
3b
0=
V5
Luego, reemplazamos a en (2) y despejamos b:
a® +0° =70
9b2
4§+R:m
9
§<5+1>=m
70
b = 71
5
70
ST
5
Y expresamos a de forma explicita:
70
3b 3 711
a = — =
V5 V5
Ahora, calculamos el area de ABC:"
70
Area = ab ’

Ahora, podemos dejar esto expresado asi{ (que es un ndmero, solo que dificil de calcular) o podemos simpli-
ficarlo

Ejercicio 6: Demuestre que en cualquier tridngulo AABC, se verifica que:

O
2(becos(a) + accos(f) + abcos(y)) = a® + b + 2.

Resolucién: Usamos el teorema del coseno en los tres lados del tridngulo:

a? = 2bccos(a) (1)
bz: 2accos(p) (2;

2abcos(y) (3
Sumando (1),(2) y (3) obtenemos que:

a® + b% + ¢ =2bccos(a) + 2accos(B) + 2ab cos(7)

=2(bc cos(a) 4+ accos(B) + abcos(7))
Que es lo que queriamos demostrar.
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Ejercicio 1: Un funicular lleva pasajeros desde el punto A, que se encuentra a una distancia de a metros del
pie del cerro en B, hasta la cima del cerro en el punto P. El dngulo de elevacién del punto P visto desde A
es de a y el dngulo de elevacion visto desde B es de 3a. La situacion se representa en la siguiente figura

o S
A B

[ A ——>|

Demuestre que la altura H del cerro estd dada por

asen(3a)

2 cos(a)
Resolucién: Primero notemos que, mediante la definicién de sin(3«):

M
|BP|
|BP|sin(3c) =H

sin(3a) =

Por ende, demostrar
asen(3a)

~ 2cos(a)

Es equivalente a demostrar
a

BP|= ——
|1BP] 2 cos(a)

;,Cémo podemos expresar BP en términos de otras medidas ya conocidas? Comencemos notando que podemos
usar el teorema del seno en el tridngulo AABP para relacionar BP con sin(«), serfa ideal relacionarlo con
/BPA, pues por teorema del seno, tenemos que

sin(a)  sin(ZBPA)
|BP| a

Por lo que seria bueno determinar Z/BPA. Para esto, rellenemos dngulos:
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A B

Por lo que ZBPA = 2«, volviendo a la ecuacion dada por el teorema del seno y reemplazando /B P A tenemos

que:

sin(a)  sin(2a)

[BP[  a
a-sin(oz) _TBP|
sin(2«)

M —|BP|
2 cos(«)sinfar)

a [

———— =|BP
2cos(a) |

Que era lo que buscabamos obtener, como

a [

———— = |BP

2 cos(a) |BP]

Entonces, multiplicando a ambos lados por sin(3q):

asin(3«)
2 cos(a)

Que era lo pedido.

= |BP|sin(3a) = H

Ejercicio propuesto: Si en el ejercicio anterior, y considerando el tridngulo dibujado en el desarrollo,

/CAP =ay ZCBP = 3, demuestre que

asin(«) sin(8)

sin(f — «)

30



s . c—a
Ejercicio 2: Si bsen?(a) + acos?(a) = ¢, demuestre que tan?(a) = 5
—c
Resolucién: Primero, manipulemos un poco la ecuacién para obtener algo mas sencillo
c—a

b—c

(a)
bsin?(a) + a cos?(a) =c(sin?(a) + cos?(a))
bsin?(a) + a cos?(a)
b—c
. . . 9 c—a .
que esto ultimo es cierto, por lo que la ecuacién tan®(«) = 5 es cierta. O

B _ 2 _ b2
Ejercicio 3: Demuestre que en todo tridngulo AABC se tiene que sen(a — B) -4
sen(a + ) c?

Resolucién: Comencemos usando la suma de dngulos para simplificar la divisién de senos:

sin(a — ) _ sin(a) cos(8) — sin(f) cos(«)
sin(a 4+ 8)  sin(«) cos(B) + sin(B) cos(«)

es equivalente a demostrar bsin?(a) + acos?(a) = ¢, pero sabemos

Por lo que demostrar tan?(a) =

En un inicio esto se puede ver peor, intentemos usar el teorema del seno para reemplazar sin(a) = %(m y

cancelar sin(f):

sin(a — 3) %(5) cos() — sin(B) cos(a)

sin(a+8) ‘“%(5) cos(f) + sin(B3) cos(«)

¢ cos(B) — cos(a) '

2 cos(B) + cos(a) /- b/

:acos( ) — beos(a)
acos(f) + bcos(w)

Se ve mds ligero, aunque atin nos complica la resta, nos gustaria quitarnos el cos(8) = a y cos(a) = b. Usemos
el teorema del coseno para reemplazar cos(a) y cos(8), notemos que por el teorema tenemos que

(a) = b? + 2 —a?
cos(a) = ————
2bc
a2 + c2 — p2
cos(ff) = ————
(8) 00
Reemplazamos:

. 2, 2 32 2, 2 2
sm(aiﬂ):a*_gcb _b+§ca /%
sin(a + ) a2+§i_b2 + bz"'gi—“z 2¢

a?+ -0 — (V42 —a?)
I P S )
_2a2 — 2b% _ a? — b2
22 2
Que era lo que queriamos demostrar! O
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Ejercicio 4: Demuestre las siguientes identidades

sen(@th8) o)+ tan
L cos(a) cos(3) = tan(a) + tan(8)
sen(5a) —sen(3a) anla
2 cos(5a) + cos(3a) tan(a)
5 sen(a) —cos(a) +1 1+ sen(a)
" sen(a) + cos(a) — 1 cos(a)
Resolucién:

1. Usando suma de angulos:

sin(a + f) :sin(a) cos(B) + sin(3) cos(a)
cos(a) cos(3) cos(a) cos(3)
_ sin(a) ~ sin(8)
cos(a)  cos(p)

=tan(a) + tan(p)

2. Usando las féormulas de prostaféresis:

3.

sin(5a) —sin(3a) 2 cos (5a+30<) ( 045304)
cos(5ar) + cos(3a) T 9 cos (5 ) (5a;3a)
—T = tan(e)

Si manipulamos el lado izquierdo de la igualdad, nos gustaria dejar un cos(«) en el denominador
para asi estar méas cerca del lado derecho. En vez de hacer manipulaciones complicadas, simplemen-
te multipliquemos el denominador por cos(a) e intentemos manipular el numerador para obtener un
algo(sen(a) + cos(a) — 1):

sin(a) — cos(a) + 1
sen(a) + cos(a) — 1

:sin(a) cos(a) — cos?(a) + cos()
cos(a)(sen(a) + cos(a) — 1)
:sin(a) cos(a) + sin?(a) — 1 4 cos(a)
cos(a)(sen(a) + cos(a) — 1)

Notemos que en los dos sumandos de la derecha casi tenemos un sen(a) + cos(a) — 1, solo nos falta el
sen(a), por lo que sumemos y restemos eso en el numerador:

sin(a) cos(a) + sin(a) — 1 + cos(a)
cos(a)(sen(a) + cos(a) — 1)
_ sin(a) cos(a) + sin?(a) — 1 4 cos(a) + sin(a) — sin(a)
cos(a)(sen(a) + cos(a) — 1)

sin(a) — cos(a) + 1 _
sen(a) + cos(a) — 1

Ahora reordenamos convenientemente, dejando el — sin(a) junto con los otros multiplos de sin(«)
sin(a) — cos(a) +1 _ sin’(a) + sin(a) cos(a) — sin(a) + sin(a) + cos(ar) — 1
sen(a) + cos(a) —1 cos(a) (sin(a) + cos(ar) — 1)
sin(a) (sin(a) + cos(a) — 1) + (sin(a) 4 cos(a) — 1)
B cos(a)(sin(a) 4 cos(a) — 1
sin(ar) + 1
B cos(a)

Que era lo que queriamos demostrar!
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Ejercicio 5: Demuestre que si a 4+ 8 + v = m, entonces
1. sen?(a) + sen?(3) — sen?(7y) = 2sen(a) sen(f3) cos(7y)
2. tan(a) 4 tan(pB) + tan(y) = tan(«) tan(S) tan(vy)
Resolucién:

1. Comencemos reemplazando v = m — (a + ) en el lado izquierdo de la desigualdad, como nos quedarin
sumas de dngulos, utilizaremos las sumas de angulos para ir reduciendo y simplificando:

sin(@) + sin®(B) — sin®(y) =sin®*(a) + sin®(8) — (sin(r — (o + 3)))*
0
in?(a) + sin?(B) — (sm/(w),cem: sin(a + B) cos(7))?
=sin“(a) + 51n2(ﬁ) (sin(a + B))?
(@) (8) = (sin(a) cos(B) + sin(3) cos(a))?
) (8) — sin®(a) cos” ?
s(a

Il
w0

Q

=sin?(a) + sin*(8 n?(a) cos?(B) — sin?(B) cos?(a)
— 2sin(a) sin(8) cos(a) cos(3)

Notemos que podemos agrupar los términos con sin®(a) y los que tienen sin?(3):
=sin?(a)(1 — cos?(B)) + sin?(B)(1 — cos?(a)) — 2sin(a) sin(3) cos(a) cos(B)
=sin?(a) sin?(B) + sin?(3) sin? () — 2sin(a) sin(B) cos(a) cos(3)
=2sin(a) sin(f)(sin(«) sin(8) — cos(«) cos(B))

Recordemos que la férmula de suma de angulos en el coseno es

cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3)
Por ende
—cos(a + ) = sin(a) sin(B) — cos(a) cos(B)

Y reemplazamos en nuestra expresién:

—cos(a+ f))
—cos(m — 7))

Que era lo que queriamos demostrar.

2. Comencemos manipulando tan(v), para dejarla en términos de o y 5. Usaremos la férmula de suma de
angulos de tangente:

tan(y) =tan(m — (a + B))
_ tan(m) — tan(a + 3)
1 — tan(7) tan(a + )
=—tan(a + )

_ tan(a) + tan(s)
1 — tan(«a) tan(pB)

Reemplazamos y seguimos manipulando:
tan(«) + tan(B)
1 — tan(«) tan(8)

=(tan(«) + tan(p)) <1 1= tan(}l) tan(ﬁ))

tan(a) + tan(B) + tan(y) =tan(«) + tan(8) —
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Por ejercicio 4.a) sabemos que

sin(a + ) _ sin(m — ) _ sin(7y)
cos(a) cos(B)  cos(a)cos(B)  cos(a) cos()

tan(a) + tan(p) =

Manipulemos solo el paréntesis:

3 1 _ - tan(«) tan(/3)
1 —tan(a) tan(8) 1 — tan(a)tan(p)
_ —sin(«) sin(B)
cos(a) cos(B) — sin(«) sin(B)

1

Por ende, reemplazando obtenemos que:

tan(a) + tan(B) + tan(y) =(tan(a) + tan(s3)) (1 -1 tan(;) tan(ﬁ))
(

v) . sin(a) sin(B)
cos()

O

2 1
Ejercicio 6: Demuestre que cos (g) — CoS (;) =3

Resolucioén: Si bien es tentador usar dngulo doble, este no nos proporcionarad un cos(7/5), si no el cuadrado,
lo cual no lo podremos operar. comencemos usando una identidad de prostaféresis en su lugar:

s 27 s 27
cos (ﬁ> — Cos <2W) = —2sin <5 i 5) sin <5 _ 5)
5 5 2 2
= —2sin <37T) sin (_7T>
10 10
=2sin (37T> sin (1)
10 10

Para este ejercicio, no es conveniente dejar todo como senos, pues, sin(37/10) es dificil de manejar. Cambie-
moslo a coseno:
T 2w . 3T\ . ™
cos (3) — cos <5> =2sin (1()) sin (1—0)
=2cos (W — ?nr) sin (1)
2 10 10

2r\ . T
=2cos | — | sin (—)
< 10) 10
cos(m/10)

Notemos que si multiplicamos por os(r/10) entonces podemos obtener un angulo doble el cual después
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podremos aprovechar con cos(27/10), por lo que multipliquemos:

T 27 27\ . s

cos (3) — Cos <5> =2 cos <10> sin (E>

_ cos(2m/10)2sin(7/10) cos(w/10)
cos(m/10)
~ cos(2m/10) sin(27/10)
cos(m/10)

_ 2sin(27/10) cos(27/10)
N 2 cos(m/10)
__sin(47/10)
~ 2cos(m/10)

A primera vista no parece mucho lo que acabamos de hacer, pero la verdadera gracia de aprovechar los unos
convenientes que tomamos (y los dos dngulos dobles) viene al pasar sin(47/10) a coseno:

ORI
_eos(34)
2 cos(mw/10)
_ cos(m/10)

~ 2cos(m/10)

Que era lo que queriamos demostrar! O
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i+ V3
1—4 '

Resolucién: Para calcular una potencia tan grande, sin usar binomio Newton y que nos queden potencias y
sumandos “feos”, podriamos usar la formula de Moivre, para esto, primero encontramos las formas polares
de cada complejo.

Note que i + /3 tiene parte real v/3 y parte imaginaria 1, por lo que |1+ \/§| =1/12 + \/§2 = 2, por lo que
el numerador multiplicamos y dividimos por 2:

z’+\/§:2<;+\é§>

Ejercicio 1: Calcule:

Luego, notemos que cos(m/6) = v/3/2 y que sin(r/6) = 1/2, por lo que el éngulo de la forma polar es 7 /6,
obtenemos que:
i+ /3 = 2(cos(m/6) + isin(w/6))

Trabajando con el otro complejo, notemos que tiene parte real 1y parte imaginaria -1, por lo que |1—i| = v/2,

y se obtiene que:
1 )
1—i=V2(—=-—
(%)

Luego, notemos que cos(—m/4) = 1/v/2 y que sin(—7/4) = —1/v/2 (este dngulo viene de tomar 7/4, y ver
que tridngulos de dngulos 45°,45°,90° en el circulo unitario tendrén el seno negativo), por lo que el déngulo de
la forma polar es —7/4, y se obtiene que:

1 —i=/2(cos(—m/4) + isin(—m/4))

Ahora, distribuimos el exponente y usamos la formula de Moivre para obtener lo pedido:

1
<z‘ + ﬁ) 5 2(cos(n/6) + isin(n/6))"?
1—i V22 (cos(—/4) + isin(—m/4))12
~ 2'2(cos(127/6) + isin(127/6))
- 26(cos(—127/4) + isin(—127/4)
cos(2m) + i sin(27)
cos(—3m) + isin(—3m)
cos(0m) + ¢ sin(07)
cos(m) + i sin(m)
1404
—-1+0:
=—64

=26.

=96 .

=64 -
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Ejercicio 2: Encuentre los valores de n € N que satisfacen la ecuacién

B\ (B
() (2

Resolucién: Una forma de resolver este problema, es encontrar el n tal que las partes reales son iguales y
que las partes imaginarias se diferencian en v/3, para esto nos conviene usar la formula de Moivre. Notemos

que
V3
2

= cos(—m/6) + isin(—m/6)

N | .

5 + 5= cos(m/6) + isin(7/6)

Ahora manipulemos la ecuacién, para obtener algo més sencillo de trabajar:

-\ (B
() (%)

(cos(—m/6) + isin(—7/6))>" — (cos(m/6) + isin(r/6))>" =iv/3

-2 -2 2 2
cos ( 67”) + 7sin ( 6n77> — Cos <27T) — ¢ sin (?) :i\/§
nm . >

Entonces, buscamos n tal que sin(nr/3) = —/3/2, y notemos que sin(—7/3) = —/3/2, por lo que n = —1
es una solucién, pero no es natural, por lo que tiene que ser —1+ 6 = 5, y recordemos que tenemos que tener
en cuenta la 2-periodicidad de la funcién seno, por lo que nuestro conjunto solucién S es:

S ={-1+6kkeN}

O
Ejercicio 3: Resuelva la ecuacién 2z* + 22 — 2 + 1 = 0 sabiendo que una de sus raices es la raiz ctibica de
la unidad w.
Resolucién: Claramente 1 no es raiz de la ecuacién, por lo que veamos las raices complejas de la unidad,

estas son:
2 . 2 47 . 47
— e [ 2T gn [ 21 ). e [ 2 sin [ 22
Z1 = COS 3 +1is 3 ) 29 = COS 3 +1is 3

Usando la formula de Moivre, comprobamos si son soluciones:

2cis*(27/3) + cis?(2n/3) — cis(2m/3) + 1 =
2cis(8m/3) + cis(4w/3) — cis(2n/3) + 1 =
2cis(2m/3) + cis(47/3) — cis(2m/3) + 1 =
cis(2n/3) + cis(4n/3) + 1 =

-1 /3 1 V3
o Ty Ty tE
0
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2cis*(4m/3) + cis? (47 /3) — cis(4m/3) +1 =
2¢is(167/3) + cis(87/3) — cis(4n/3) +1 =
2cis(4m/3) + cis(2n/3) — cis(4nw/3) + 1 =
cis(4m/3) + cis(27/3) + 1 =

Por ende, las dos raices complejas ciibicas de la unidad son soluciones, ahora podemos dividir el polinomio
2z + 2% —z + 1 en el polinomio (z — 21)(z — 22) para simplificar y encontrar las otras dos raices:

(x—2)(z—2m) =2 —x(z1+2)+ 21z =2° —x(—1) + |z| =22 + 2+ 1
224 +2? —x+1=(>+2+1) (222 — 22 +1)
— 2z — 223 — 222
-2 —2% -2
223 + 222 + 22

22 +x+1
-2 —z—1
0

El razonamiento es el que sigue: si se sabe que 22 + 22 — x4+ 1 = 0 y se sabe que 22 + x + 1 # 0, entonces
se debe satisfacer que 222 — 2z + 1 = 0, por lo que buscamos soluciones a esta ecuacién usando la formula

cuadratica:
2+ v4—-4-2 242 144
1 =

202 2 +1=0¢ 2= —
x x + x 1 5

Por ende, las cuatro soluciones a la ecuacién 2z* + 22 — = + 1 son:

2w s 27 4 s 4
cos | — tsin| — ); cos| — isin | —
3 3 ) 3 3
1+i 11—
N
Ejercicio 4: Resuelva la ecuacién z* + 23 4+ 22 + 2 +1 = 0.
Resolucién: Consideremos la siguiente ecuacién:
22 —-1=0

Esta claramente tiene como solucién el 1, por lo que podemos realizar divisién polinomial para descomponer
en dos factores:

x® —1=(x—1)(x4+x3+m2+x+1)
— P42t
!
gt g g3
23
— 23 4 22
22
-2+
z—1
—z+1
0
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(Nota: el paquete de latex que uso para renderizar la divisién no interpreta z como variable, entiendase z = x)
Entonces, notemos que si z° — 1 = 0 y que z # 1, entonces se debe cumplir que z* + 23+ 22+ 2+1=0, y
justamence es esa ecuacion es la que queremos solucionar. Notemos que es més sencillo usar la raiz n-ésima
en z° = 1 que buscar y encontrar las soluciones de z* + 23 4+ 22 + z + 1 = 0, y que la tnica solucién que no
compartiran ambas ecuaciones es z = 1, por lo que el conjunto solucién S de la ecuacién z*+ 23422 4+24+1 =0
es:

2 2
S = {cis (; + ];ﬂ-) , k entero no multiplo de 4 V k = 0}

Alternativamente, se puede escribir el conjunto solucién como

9
S = {cis <§T> ,j entero no multiplo de 5}

Ejercicio 5:
a) Demuestre que se cumple la identidad:
3sin(x) cos?(z) — sin®(x) = sin(3z).

b) Considere la funcién f : R — R dada por f(x) = 3sin(z) cos?(x) —sin®(2) + /3 cos(3z). Demuestre que
f es una funcién “sinuidal” expresandola en la forma

f(z) = Asin(wz + ¢)

(i.e, encuentre una funcién g(x) = Asin(wz + ¢) tal que f = g, o en otras palabras, exprese f como un
dnico seno).

Resolucién:
a) Esto se demuestra sencillamente usando la férmula de suma de dngulos:
sin(3x) =sin(2x) cos(x) + sin(x) cos(2z)
= cos(z)(2sin(z) cos(z)) + sin(z)(cos?(z) — sin®(z))
=2sin(z) cos?(z) + sin(x) cos? () — sin®(z)
)

=3sin(x) cos?(z) — sin®(x)
b) Usando la parte a), notemos que:
f(z) =3sin(z) cos?(z) — sin®(z) + v/3 cos(3z)
=sin(3z) + V3 cos(3z)

Para dejar todo como un solo seno, buscamos ¢ tal que sin(¢) = v/3 y cos(¢) = 1, pero no existe tal
nimero, por lo que podemos multiplicar y dividir por un 2:

f(x) =sin(3z) + V3 cos(3z)

[ sin(3z) | v/3cos(3x)
_2< 2 2 )

Y si existe ¢ tal que cos(¢) = 1/2 y sin(¢) = v/3/2, el cual serfa ¢ = 7/3, lo afadimos y usamos suma
de dngulos:

[ sin(3z) | v/3cos(3z)
f(z) =2 < 5 + 5 )

=2 (sin(&r) cos (%) + sin (g) cos(3x))
=2sin (33: + g)

Y por ende, f es una funcién sinuidal.
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O
7

cos(z)’
Resolucién: Comencemos manipulando la ecuacién, para llegar a algo més sencillo, comencemos notando
que z no puede ser de la forma 7 + 2km con k € Z, por que de lo contrario la ecuacién no tendria sentido,

Ejercicio 6: Resuelva la ecuacién 3tan?(x) + 5 =

7
2 _
3tan®(z) + 5 = oos(@)
.2
3sin®(x) e 7
cos?(x) cos(x)

3sin(x) + 5 cos? () =7 cos(
3(1 — cos?(x)) + 5cos?(x) =7 cos()
3 + 2 cos?(x) =7 cos(

2 cos®(x) — Tcos(z) + 3 =0

Ahora utilizamos la famosa y muy 1til técnica del cambio de variable (usada desde los cursos més bésicos
hasta cursos como célculo 2), en este caso se utiliza de la siguiente forma: Defina

u = cos(x)
Reemplazando obtenemos una ecuacién cuadratica en términos de u:
2u? —Tu+3=0

Por lo que usamos la férmula cuadratica para obtener las soluciones:

TE4/49-(4-3-2) T+V25 T7+5
= 1 = =

4 4

u —>U1:3,U2=§

Ahora con las soluciones en términos de u, devolvemos la variables a x:
cos(x1) = 3,cos(xz) = 1/2

Como coseno estd acotado por 1, la primera solucién se descarta, por lo que se debe cumplir que cos(x) = 1/2,
y por ende, nuestro conjunto solucién es:

S:{ingZlm:keZ}
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Ejercicio 1: Demuestre las siguientes identidades:

a) arctan(z) + arctan(y) = arctan <1x +y >
— a2y

b) arctan <I> = arcsin(z).
1— 22
¢) cos(arcsin(x) + arcsin(y)) = v 1 — x2y/1 — y2 — zy.
Resolucioén:

a) No sabemos como operar con sumas de arctan, pero si con sumas de tan, por lo tanto, apliquemos
tangente a ambos lados, por lo que demostrar lo pedido es equivalente a mostrar que:

tan(arctan(z) + arctan(y)) = f ty
— 2y

Y notemos que al lado izquierdo podemos usar la férmula de suma de angulos en la tangente, entonces
tenemos que:

tan(arctan(x)) + tan(arctan(y)) Tty
t t t = -
an(arctan(z) + arctan(y)) 1 — tan(arctan(z)) tan(arctan(y)) 1 — a2y

O

b) En un inicio, si no supiéramos las composiciones de trigonométricas con inversas, seria dificil encontrar
una funcion tal que aplicarla a ambos lados de algo mas o menos trivial, debido a esto, tal véz sea maés
sencillo considerar un tridngulo rectdngulo de catetos z y /1 — 22 (y por consiguiente, hipotenusa 1):

V1— 22

En este dibujo, claramente se tiene que tan(a) = —=£=, por lo que arctan(

T V1=
se tiene que sin(a) = z y por ende arcsin(z) = «, es decir:

x

T = Por otro lado

= o = arcsin(z)

T
arctan | ———
(\/1 — x2>

Y por transitividad de la igualdad, obtenemos lo que queriamos demostrar. O
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¢) Comencemos usando la férmula de suma de dngulos:

cos(arcsin(z) + arcsin(y)) = cos(arcsin(x)) cos(arcsin(y)) — sin(arcsin(z)) sin(arcsin(y))
= cos(arcsin(x)) cos(arcsin(y)) — zy
Estamos cerca de lo que queremos demostrar, solo nos falta mostrar que Vo € [—1, 1], cos(arcsin(z))

V1 — 22, apliquemos arcoseno a ambos lados, obteniendo que tenemos que demostrar que arcsin(z)
arc cos(v'1 — z2), consideremos el mismo tridngulo que en b):

V1— 22
En este tridngulo, recordemos que arcsin(z) = «, y claramente se tiene que cos(a) = v1 — 2, es decir

tenemos que:
arcsin(z) = o = arccos(v/'1 — x2)

Por lo que queda demostrado que arcsin(xz) = arccos(v/1 —x2), y por ende que cos(arcsin(z)) =
V1 — 22, reemplazando en nuestra igualdad:

cos(arcsin(z) + arcsin(y)) = cos(arcsin(x)) cos(arcsin(y)) — sin(arcsin(z)) sin(arcsin(y))

= cos(arcsin(x)) cos(arcsin(y)) — zy

=v1—-22y/1—-22 -1y

Ejercicio 2:
a) Demuestre que (1 +9)* — (1 —4)1" = 0.
b) Para cada k € Z, determine la parte real e imaginaria del complejo z = i2* 4 §=1000k =19 111 4|2,

Resolucion:

a) Comencemos pasando cada complejo a su forma polar, ya que pareciera conveniente usar Moivre:

1+il=v1+1=v2

1 ) T s +7
14i=vV2 ([t =)= \/i(cos (f) ﬁ:isin(7>> = Vcis <)
(553) =2l (B 2o ] i
Entonces, reemplazando y usando Moivre tenemos que:
(149 — (1= i) =2 ¢is™ (g) V2 eistn (4”)

=4"(cis" () — cis" (—))
=4"((cos() + isin(m))"™ — (cos(—m) + isin(—m))"™)
(1" - (1)) = 0
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b) Primero, antes de colapsar por los enormes exponentes, trabajamos cada sumando por separado:

P = V21 = (1)

41000k _ (;4)=250k _ (1)=250k _ 1
2
1—i?= 121 (12 =v2° =2
-1
i_19 :(i4-i4'i4'i4'i3)_1 — (1-1'1'1'(—i))_1 — ( . )

7
71 = .
=| —& =7 = —1
32

Entonces reemplazando todo, obtenemos que:

=@ 71000k G192 = ()Pl — i 2 =34+ (=) —i

Por ende, obtenemos que:
Im(z)=-1,VkeZ

|2 si kesimpar
Re(z) = {4 si  k es par

Ejercicio 3: Demuestre que arctan(2) + arctan(5) + arctan(8) = 5 /4
Resolucién: Comencemos usando la férmula demostrada en 1.a):

2
arctan(2) + arctan(5) + arctan(8) = arctan < bt

1_25> —+ arctan(8)

9> + arctan(8)

§g_ 1T 72-7
= arctan 794 =arctan 9 =5
1-8- 5 142

65

_ 9 _

= arctan ( 9756 ) = arctan
9

arcta ’ + arctan(8) = arcta
= ar n T n = ar n
1-10

Entonces, la igualdad del enunciado es cierta si y solamente si

om
4

Aplicando tangente a ambos lados obtenemos que es equivalente:

5
1=t —
an(4)

Por lo que para demostrar la igualdad del enunciado necesitamos mostar la igualdad de arriba, pero tangente
es 7 periodico, por lo que sabemos que:

fan (27 = ¢ (W) 1

an =tan(—) =
4 4

Que era lo que queriamos demostrar.

Ejercicio 4: Sea z € C : |z| # 1. Demuestre que, Vn € N, que

arctan(l) =

1 n 1
(1+em)  1+7"

eR.
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Resoluciéon: Podria ser dificil trabajar con los denominadores, por lo que juntemos las fracciones:

1 1 1477 4+1+42"
(14+27)  1+2z" (1+27)(1+27)
B 242"+ 2"

14zt 422
2 + 2Re(z")

1+ 2Re(z") + |2"|?

Recuerde que z+7%z = 2Re(z),
no hay ningin multiplo de i, por lo que, la fraccién es real.
Ejercicio 5: Demuestre que:

y que el médulo de un complejo es un nimero real, por lo que en esta fraccion,
O

a+bi

c+di
Resolucion: Comencemos suponiendo que ad = be, sib =0 =d, entonces tendrl'amos una divisién de enteros
lo cual seria trivial, por lo que supongamos que b # 0 # d, entonces a = reemplazando a obtenemos que:

€ R << ad — bec=0.

d7
a+bi b3
c+di  d(%

i) b
_2¢R
) d°

Ahora notemos que falta el caso en que b = 0 pero d # 0, o viceversa. Si d = 0, entonces ¢ =0V b = 0, pero
c # 0, pues de serlo, estariamos dividiendo por 0, por lo que b=0. Si b =0, entoncesa =0V d=0,sid=0
caemos de vuelta en el caso 1, y si a = 0, estamos dividiendo 0 por un complejo (lo cual es 0), por lo que la
fraccion es real en cualquier caso.
Ahora supongamos que la fraccién es real, entonces se debe cumplir que la parte imaginaria de la fraccién
es 0, pero puede ser dificil calcular esto a primera instancia, por lo que nos aprovechamos de la siguiente
propiedad de complejos:
Vz,we(C:w#Q(i) :é
w w
Entonces, planteando la ecuacion de parte imaginaria tenemos que:

Im<a+bz,> =0
c+di

1 a—i—bii a+bz —0

2 \c+di c—l—dz a

1 a—i—bz_a—bz 0

c+di c—di)

1 (a—i—bi)(c—dl) (c+ di)(a — bi) 0

2 (c+di)(c— di) N

(a+bi)(c—di) — (c+ di)(a — b) ~0

(c+di)(c — di)

(a + bi)(c — di)

_ (c+di)(a— bi)

(c+ di)(c — di)
(a + bi)(c — di)

(¢ +di)(c— di)
=(c+di)(a — bi)

ac — adi + bei — bdi? =ac — cbi + adi — bdi®
i(bec — ad) =i(ad — bc)
bc — ad =ad — be

2bc =2ad
bc =ad
0 =ad — be
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Ejercicio 6: Resuelva las siguientes ecuaciones:
a) cos(x) + cos(2x) + cos(3z) + cos(4x) = 0.
b) 4sin®(x) — 2sin?(x) — 2sin(z) +1 = 0.
¢) tan(z) — cot(z) = cse(x).

Resolucién:

a) Comencemos usando prostaféresis en sumandos consecutivos:

0 = cos(x) + cos(2x) + cos(3z) + cos(4x)
oo (52 Yo (752 s (B o (252
_COb< ) (cos( ) + cos <72$>>
_ (x) ( <3x+7x>cos <3x;7x>)
)

=cos (;C cos(bx) cos(2x)

Ahora vemos caso a caso:

1. Si cos(x/2) = 0:

Cos(g =0
S=ts+2%r kel
r=x7+4km
2. Si cos(2z) = 0:
cos(2x) =0
2r =+ 2k kel
x:i%—i—kﬂ
3. Si cos(bz) = 0:
cos(bx) =0
Su=t - +2kn ke
m  2km
TEENT S

Por ende nuestro conjunto solucién es:

2k
S:{:ﬁ:ﬂ—i—ﬁlkW:kEZ}U{iZ+/€7T:k€Z}U{:I:10+;}

b) En un inicio puede ser dificil trabajar con tantos senos usando prostaféresis, por lo que podriamos
definir el siguiente cambio de variable:
u = sin(x)

Sustituyendo obtenemos que queremos resolver la ecuacién

4 — 2% —2u+1=0
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Ahora no resolvemos la ecuacién para z, si no para u, lo cual es encontrar las raices del polinomio
) b
p(u) = 4u® — 2u? — 2u + 1, apliquemos teorema de la raiz racional:

p(l)=4—-2-241=1

Con una raiz encontrada, dividimos:

4m3—2x2—2x—|—1:(a:—%) (4x2—2)

—4x3 4 222
—2rx+1
20 —1
0

<m—;) (422 — 2) = (x—é) (235—\/5)(233—1—\/5):4(:6—;) (m—%) (x+\}§)

Entonces las soluciones en u son:

sin(z) = % sin(z) =
Resolviendo para la primera ecuacion:
sin(x):1/2—>m:%+2k7r, keZ
Resolviendo para la segunda ecuacion:

1 s

sin(z) = —= s o =—+2km, keZ
@=—5—r=]

Resolviendo para la tercera ecuacién:

-1
sin(m):—%x:—z—i—Qkﬂ, keZ

NG 1

Y por ende el conjunto solucién es
™ s ™
s={T+2kn: kez}u{f+2kn: hez}u{-T+2mn: kez]

¢) Comencemos expresando todo como fracciones, y juntemos las fracciones:

sin(z)  cos(z) _ 1
cos(z) sin(x) sin(x)
sin’(z) —cos?(z) 1
sin(z) cos(x) sin(z)
—cos(2x) _
cos(x)

— cos(2x) = cos(x)
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Légicamente, para que la ecuacién tenga sentido, cos(z) # 0 # sin(z), por lo que debemos ignorar los
casos x € {0,7/2, 7, —7/2}. Podriamos pasar cos(2z) sumando para el otro lado, y usar prostaféresis:

0 = cos(z) 4 cos(2z)

2 -2
0 =2cos (x—; JU)cos (a: 5 lﬂ)
3
0 =cos (g) cos (;)

Ahora, o cos(z/2) = 0 o cos(3z/2) = 0.
Si cos(z/2) = 0:

cos(g):O%g:ﬂ:ng?kW%x:iﬂJr‘lkW

Pero tendremos que ignorar esta solucién, ya que si cos(x/2) = 0, entonces cos(z) = 0, por lo que la
ecuacion deja de tener sentido.
Si cos(3z/2) = 0:
3z 3z T T 4
cos|— | =0 —=+—4+2kr>2x=+-+ -k
< 2 > 3 ~ g T 3 T3
Y tenemos que quitar los casos en que +% + %kﬁﬂ' = &7, pero si suponemos que se puede cumplir
esta ecuacion, entonces (note que acé usaremos =+ para decir 4+ o -, pero no significa que si en un lado
tomamos +, en el otro también hay que tomar +):

T 4kw s
+— 4 — =4 =
3Jr 3 2
27 + 8km =+ 37
+2+8k==+3

Lo cual no puede pasar con k entero ya que a un lado tenemos par mas par, y al otro impar, y no hay
numero que sea par e impar a la vez, por lo que de aqui no quitamos ningin caso.
Ya visto todos los casos, escribimos el conjunto solucién:

m  4dkw
S=<{+—+—: kecZ
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Ejercicio 1: Encuentre todas las soluciones a la ecuacion:

arcsin(2z) + arcsin(z) = %

Resolucién: Si aplicamos seno a ambos lados y separamos usando suma de dngulos, quedaremos con un
nimero por raiz, mas algin otro ndmero por raiz. En este caso, no es conveniente aplicar seno, ya que
tendriamos que elevar varias veces al cuadrado para desasernos de las raices. Intentemos aplicando coseno a
ambos lados:

arcsin(2z) + arcsin(x) :g
cos(arcsin(2zx) + arcsin(x)) :%
cos(arcsin(2z)) cos(arcsin(z)) — sin(arcsin(2z)) sin(arcsin(x)) :%
m- 1— 22 — 222 :%
VA= 42)(1 =22) :% + 222
1\ 2
4z — 52’ +1 = (2332 + 2)
4a* — 522 + 1 =42% + 222 + i
3
0 =722 — 1
% =T7x?
1 /3
V7T

Ahora, como elevamos hay raices que afiadimos sin querer. Para quitarse estas, primero habria que ver el
dominio de cada funcién trigonométrica y tomar la interseccién, pues es este el lugar en donde cada funcién
tiene sentido:

Dom(arcsin(z)) =[—1,1]

Dom/(arcsin(2z)) = [_21’ ;]

Como ambas soluciones son % un nimero menor que 1, ambas soluciones estédn en el dominio. Ahora notemos

que como seno es impar, si tomamos x = —%\/g , entonces:

3 1 /3
arcsin(2z) + arcsin(z) = — arcsin (\/?) — arcsin (2 \/?) <0< g



Por lo que encontramos el valor que no es solucién de la ecuacién. Y por ende la tinica solucién de la ecuacién
es:

Ejercicio 2: Resuelva la ecuacion trigonométrica
. 4 4 5
sin®(z) + cos*(x) = 3

Resolucién: Comencemos reemplazando cos*(z) usando la identidad pitagérica:

sin®(z) + cos*(x)

S ool woroo| wrtoo| Ot

sin®(z) + (1 — sin®(x))?

1 — 2sin?(x) + 2sin’(z) =

3
e 2sin?(z) + 2sin’(2)

Como tenemos un polinomio respecto a sinz(aj), realicemos el cambio de variable u = sin® (x):

3
S 2u42u?=0
3 u—+ 2u

24 /4 —4(2)(3/8) 2+1
u = ft
4 4
Lo cual da las ecuaciones

3
.9 _9
sin®(x) =1
1
200\ T
sin“(z") =1
Resolviendo para z:
3
.92 .
sin”(z) =1
3
sin(x) =+ £
2
T
T :§ + 2km
s 27
To =7T—§+2]€7T=?+2kﬂ'
m o
4
T4 :7T+g+2kﬂ': £+2k7r
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Resolviendo para z':

1
s 2000\
sin (a:)—4
1
. A
sm(av)—2
x&z%—l—?kﬁ
, T
x2:7r—6+2kﬂ=f—|—2kj7r
, -7
x3:—6 +2km = — 4 2k7
7
xﬁl=7r+%+2k7r:%+2k7r

Por ende nuestro conjunto solucién es:

47

2k 2 ok T 4 2k 2T 4 2k 4 2k T 4 9k

2
e
kT g 3 6 6 6 6

S{W+2k7r;

T 117
3 3

Alternativamente, lo podemos escribir como:

k
S = {gr + 2komi k1 € {1,2,4,5,7,8,10,11}, ks € Z}

Ejercicio 3:

V1= 22
a) Pruebe que tan(arccos(z)) = Tx
5 4
b) Calcule tan <arc cos (13> + arctan (5>>

Resolucion:

a) Intentemos utilizando el método del tridngulo:

V1—2z?

[
S

En este tridngulo, v = arccos(x), y tan(a) = ¥ 1;’”2, por lo que se obtiene que:

= tan(a) = tan(arc cos(z)).
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b) Comencemos separando utilizando suma de dngulos, y luego usemos la identidad demostrada en a):
ton ((are cos 5 aretan 4)) _ tan(arccos(5/13)) + tan(arctan(4/5))
13 5 1 — tan(arc cos(5/3)) tan(arctan(4/5))
1—-(5/13)2 + 4
5

_ (5/13)
VAR CID!
5/13 5
\/1-25/169
5713 T 4/5
_1 V/1-25/169 4
- 5/13 "5
\/144/169 4
5/13 t+3
71 /144/169 4
~ T 5/13 5
12 | 4
__5*t5%
T25 _ 124
25 25
16/5
T 25—48
25
~16-5 —80
- -23 23
0
Ejercicio 4: Halle la ecuacién de circunferencia que tiene su centro sobre la recta de ecuacién 2z +y — 14 =
0 y que pasa por las intersecciones de las circunferencias de ecuaciones 22 4+ y?> — 8z — 4y + 11 = 0 y

22 +y? —dx+4y—9=0.
Resolucién: Tenemos que encontrar el punto en la recta de ecuacion 2z +y — 14 = 0 tal que sea equidistante
a los puntos de interseccion de circunferencias. Comencemos encontrando los puntos de interseccion, para
esto, tenemos que dejar ambas ecuaciones = 0 e igualarlas:
2?4y -8 —dy+ 1l =2+ —dx+4y—9
20 =4z + 8y
5=z +2y

Esto nos dice que los puntos de interseccion estan en la recta 5 = x + 2y. Entonces despejemos x y reempla-
cemos en la segunda ecuacién de circunferencia:

rT=95—2y

(5—2y)2 + 9% —4(5—2y) + 4y —9 =25 — 20y + 43> +y*> — 20+ 8y + 4y — 9
0=—4—8y+5y°

LE V64 —4(—4)(5) 8+12
_ = -

10
446
Y=75
41+6
p=5—2.-2°
x 5
17512
xTr =
5

Por ende, los puntos de interseccién son:

A=(1,2) B= <19 2>



Ahora, si un punto C' = (a, b) es equidistante a A y B, debe cumplir que:

ez (s §) s (2]

38 361 4 4
2 9204+ 14+b —4b+4=a®—a+ "+ b2+ b+ —
a a+1+b b+ a 5a+ % +b +5b+25
5——§a+%b+@
5 5 25
2 __ B, U, T
5  5°7T5°Ts
28 24 48
= —_- — —b _—
0 5a—|—5 —|—5

0 = —28a + 24b + 48
0=—14a+12b+ 24
0=—"Ta+6b+12
Y si ese punto C es el centro de la circunferencia que buscamos, debe estar en la recta, es decir debe cumplir

que:
0=2a+b-14

Es decir, buscamos resolver el sistema de ecuaciones

0=—"7a+6b+12

0=2a+b—-14
De la segunda ecuacion se obtiene que b = 14 — 2a, reemplazando en la primera se obtiene que 0 = —7a +
84 — 12a 4+ 12, i.e. 19a = 96. Por lo que tenemos la solucién
96
a=—
19
4
p="1
19

Ahora, la distancia entre A y C es:

585
Ve-D+@e-27 =1

Y por ende, la ecuacién de circunferencia es:
Lo 98V L (T ()
19 Y 19) = \19
O

Ejercicio 5: Halle la distancia entre las rectas Ly y Lo de ecuaciones —3y + 2 = 3 y 6y — 4x = 3 respecti-
vamente.
Resolucion: Utilicemos la formula vista en clases, donde si P : (xg,yo) €s un punto, y L : ax + by +¢ =0
una recta, entonces | |

axg+byg +c

W= e

Para utilizar la formula distancia punto recta. Basta escojer un punto cualquiera de una de las dos rectas, y
calcular la distancia de ese punto a la otra recta. Note que esto dara la distancia entre ambas rectas.

Para simplificar un poco los calculos, escojamos g = 0 en la recta L1, esto nos dird que y = —1 y obtenemos
el punto (0, —1). Ahora colocamos ese punto en la férmula:
—-4-0+6-(-1)—-3 9 9
ALy | (~1)-3 _ _

(—4)2 + 62 V16+36 /52
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Ejercicio 6: Dada la circunferencia x? + y? — 62 — 2y + 6 = 0, determine los valores de m para los cuales las
rectas de familia y = ma + 3 :

a) Corten a la circunferencia en dos puntos diferentes.
b) Sean tangentes a las circunferencias.
¢) No tengan puntos comunes con la circunferencia.

Resolucién: Idealmente, la interseccion entre la circunferencia y la recta deberia dar una ecuacién cuadréatica
con un determinante dependiente de m, de ser asi, podriamos determinar cuando la interseccién tiene 0
soluciones (c), una solucién (b) o dos soluciones (a). Intentemos encontrar este determinante. Existen puntos
de interseccidn, si el sistema:
2,2 _
z°4+y°—6x—2y+6=0
y =mz + 3

Tiene solucién, reemplazando y en la ecuacion de la circunferencia, notemos que:
22 +y? — 6z — 2y + 6 =0
22 + (mx + 3)* — 62 — 2(mx + 3) + 6 =0
z® +mPz® +6ma +9 — 62 — 2mz — 6+ 6 =0
22(14+m?) + z(4m — 6) +9 =0

(4m — 6) £ \/(4m — 6)2 — 4(1 + m2)9
2(1+m?2)
6 —4m £ \/16m? — 48m + 36 — 36(1 + m?)
v 21 + m2)
6 — 4m + /—20m? — 48m
r=
2(1+ m?)
6 —4m £ 2\/m(—5m — 12)
N 2(1+m?)
_3—=2m=+/m(—5m —12)
N 1+m?

T

Entonces, hay una tnica solucién de la interseccién si m(—5m — 12) =0, i.e. si
—12 -
sz\/m:Témesumco

En cambio, si m(—5m — 12) > 0, tendremos dos intersecciones, i.e.
—12
m>0/\m<T:> hay dos «
—12
m<0/\m>T:> hay dos «
Por tltimo, si m(—5m — 12) < 0, no tendremos intersecciones, es decir:
—12
m<0¥m>?:> no hay z

(Los valores de m vienen de despejar las desigualdades) Es decir, y resumiendo:

i) Sim < —Tm’ no hay interseccién con el circulo.
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ii) Sim = —le, hay un tdnico punto de interseccion.

iii) Si _le < m < 0, hay dos puntos de interseccion.

iv) Sim = 0, hay un dnico punto de interseccion.

)
)
)
)

v) Si 0 < m, no hay interseccién con el circulo.

Esto nos determina inmediatamente los valores de m para cada item del enunciado.
(Propuesto: Encuentre explicitamente los puntos de interseccién en términos de m).
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Ejercicio 1: Sean A = (1,1) y B = (4, —1) puntos en el plano, encuentre el lugar geométrico de los puntos
equidistantes a A y B.
Resolucion: Sea P(x,y) perteneciente al lugar geométrico buscado, notemos que debe cumplir que:

V(e =12+ - 12 =\(x—-4)2+(y+1)
22 —2r 4149y —2y+1=0®-8x+16+y* +2y +1
6z — 4y =15

O
Ejercicio 2: Sean az+by+c = 0y dr+ey+ f = 0 rectas no paralelas. Demuestre que estas son perpendiculares
si y solo si ad + be = 0. Use este resultado para encontrar la recta perpendicular a 3z —y +4 = 0 en el punto
(1,7).
Resolucion: Comencemos pasando todo a la forma simple de la recta, suponiendo tanto que b como e son
no nulos:
—c a —f d

Liiy=——‘a; Ly:y=—>—°
1Y b b% 2:Y e ef

Se vio en clases que dos rectas son perpendiculares si y solo si el producto de las pendientes es -1, entonces:

Ly LLy 2. "%~ 4
b e
ad
—»— =1
be
—ad = —be
—ad+be =0

En el caso en que b = 0, entonces L; es una recta vertical, por lo que para que haya perpendicularidad,
se necesita que d = 0. De forma andloga si e = 0, entonces Lo es vertical y por ende para que haya
perpendicularidad a = 0. Note que no se puede tener al mismo tiempo que e =d = 0 o que a = b = 0, pues
de serlo, no tendriamos en realidad una recta.

Ahora, llamemos la recta que buscamos dx + ey + f = 0, entonces esta recta debe satisfacer que:

d+Te+f=0

ad+be=0=3d—e=0

Y en particular podemos escojer para que d = 1 (pues la recta no es ni vertical ni horizontal, y multiplicar
la ecuacién de recta no cambia la recta). De la segunda ecuacién obtenemos que e = 3 y por ende de la
primera se obtiene que f = —22, es decir, la recta perpendicular a 3z —y + 4 = 0 en el punto (1,7) es
x+3y—22=0. O
Ejercicio 3:

a) Encuentre e identifique el lugar geométrico de los puntos equidistantes al punto (2, 3) y la recta y = —2.

b) Concluya que el lugar geométrico es una parabola. Luego, encuentre foco, vértice y distancia focal.
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Resolucion:

a) Sea P(xg,yo0) perteneciente al lugar geométrico, notemos que debe cumplir que:

10 20+ 1-yo+2
Vo1
Distancia P a y+2=0
V(@0 —2)% + (yo — 3)2 =|yo + 2|
(zo —2)* + (yo — 3)* =(yo + 2)*
T2 — 2w + 4+ Y2 — 6yo + 9 =yg + 4yo + 4
x2 — 220 — 10yo + 9 =0

3 w9

Vi@ =22+ (o~ 3)°

Distancia P a (2,3)

05 10"
O
b) La ecuacién de una pardbola vertical es de la forma:
y=azx>+br+c
Por lo que el lugar geométrico es una parabola vertical. En este caso, nuestra directriz es y = =2 y

nuestro foco es (2, 3). Podemos encontrar el vértice usando la distancia focal, la cual es la mitad de la
distancia entre el foco y la directiz:

0-2+1-3+2
,/02 + 12

Distancia (2,3) a y=-2

= 5 = Distancia focal=2,5

Como esta es una pardbola vertical, el vértice estard directamente debajo del foco (i.e. misma abscisa
pero distinta ordenada), por lo que el vértice es el punto (2,3) — (0,2,5) = (2,0,5).

O
Ejercicio 4:[Circunferencia de Apolonio] Dados dos puntos A y B, encuentre el lugar gedmetrico de los
puntos P tales que:

Con r € R constante.

Resolucién: Claramente se tiene que existe al menos un punto, pues debe existir un punto P colineal a A

y B tal que I“;—g = r, visualmente hablando:

A P " B

Nota: No necesariamente P debe estar entre A y B, podria perfectamente estar hacia la izquierda de A o la
derecha de B.

Intuicién: Supongamos que r # 1 (en el caso r = 1, el lugar geométrico es una mediatriz lo cual es sencillo
calcular). Si P cumple la condicién, entonces P reflejado en la recta AB también cumple la condicién (;puede
justificar porqué?), sea este punto P’ y si consideramos el punto en AB que cumple la condicién, podemos
definir una circunferencia que pase por estos tres puntos (En particular, podemos tomar las mediatrices de
dos pares de puntos, y la interseccién de estas mediatrices serd el centro de la circunferencia).

Notas: En si, la circunferencia de Apolonio (el nombre de este problema) es dificil obtener de forma explicita,
en realidad, lo mejor que podemos hacer, es demostrar que este lugar geométrico es una circunferencia cuando

r# 1.
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Ahora demostraremos que si P se ubica sobre una circunferencia especial, entonces P cumple la condicién.
Sea C' una circunferencia de centro O tal que

OP? = 0A][0B]

De esto se deduce que
|OP|  |OA|

|OB|  |OP]

Los tridngulos OAP y OBP son semejantes, esto pues porque el dngulo en O es igual, el lado OP (de OAP)
es semejante a OB y el lado OA es semejante a OP (de OBP). Como los tridngulos son semejantes, se tiene
que:

|OP| |OA| _ |PA]

|OB|  |OP| |PB]
Ahora, este r es constante ya que la razén de semejanza no depende del punto P, si no que del radio de la
circunferencia C' y la distancias del centro a A y B, y como estos son fijos, entonces también lo es 7. O
Ejercicio 5: Muestre que si dos rectas L, Lo tangentes a la pardbola y = 22 son perpendiculares, entonces
el punto de interseccién estd en la directriz de la pardbola.
Resolucion: Primero necesitamos encontrar cual es la directriz de la parabola. Recordemos que la forma de
una pardbola vertical con centro en (0,0) es:

3?2

T dp

(Véase aqui para mas informacién) Y como tenemos la pardbola y = x2, podemos deducir que p = 1/4. Luego
como la parabola es vertical hacia arriba, la directriz serd horizontal y estard debajo del vértice, por lo que
nuestra directriz es y = —1/4.

Ahora, si una recta es tangente a la parabola, pasara por el punto (¢,t2), por lo que la recta tiene la forma
y —t2 = m(z —t) (forma punto pendiente de la recta). Y como es tangente, la ecuacién de interseccién recta
parabola debe tener una tnica solucién, por lo que buscamos el criterio para que tenga tinica solucién:

Y

y::vQ/\y—t2:m(x—t)

22—t =m(z —t)
2 —max +mt — 2 =0
A =m? — dmt + 4¢2
4t £+ /16t2 — 162 4t
A=0+m= =—=2t
2 2
Reemplazando m en la ecuacién de recta obtenemos la ecuacién:

y—t2 =2t(x —t)
O despejando en la forma simple:
y = 2tz — t*

Anélogamente, nuestra otra ecuacién tangente debe ser de la forma y = 2rxz — t2, y como el producto de
pendientes debe ser —1, obtenemos que 2r - 2t = —1 = r = —1/4¢, i.e. la ecuacién de la recta perpendicular

es: )
-1 1
= 2 _— — _—
v=2(%) (%)
La interseccién entre las rectas es la solucion del sistemas

y = 2tx — t2
—x

— -z _ _1_
Y= % ~ 16z

Como nos interesa el valor de y, despejamos x en el sistema:



Igualando = y despenjando y se obtiene:

t oy

4L = oy — —
5 T o Y
LI
Y\ 2 T2 Tt
1+4t2 a1
Y\ T2 ) T s 8t
—1 — 442
y(1+4t?) =————

4

1

yz—z

Por lo que la interseccién de rectas tangentes a y = 22 que son perpendiculares entre si se encuentra en la
directriz y = —1/4. O
Ejercicio 6: Considere la elipse de ecuacién z2 +3y? + 3z — 4y — 3 = 0 y la familia de rectas 5z +2y + k = 0.
Determine los valores de k tal que:

1. Cortan a la elipse en dos puntos.
2. Son tangentes a la elipse.
3. No intersecan a la elipse.
Resolucién: De forma andloga al ejercicio 6 de la ayudantia anterior, podemos determinar cuando la inter-

seccién tiene 0,1, o 2 soluciones dependiendo del valor de k:

v=Ty T

—k 5\ k5
2
v _ 2 42 _Z) 3=
x+3<2 2x> + 3z ( 5 2) 3=0
792 + 527 + 30kx + 3k + 8k — 12 =0
El discriminante de la cuadratica (respecto a x) de la ecuacién anterior es:
A =(52 + 30k)* — 4(79)(3k* + 8k — 12)
= — 48k* + 592k + 6496
Si el discriminante es 0, entonces la ecuacion de interseccién entre elipse y recta tiene una tnica solucién

(tangencia), por lo que igualamos el discriminante a 0 para obtener los valores de k en donde la recta es
tangente:

592 £ /5922 — 4(—48)(6496) ki = —7

0 = —48k% + 592k + 6496 < k = =
* + —2.48 ky =22

Por lo tanto, los k tal que la recta es tangente son k = -7y k = 5},’—8. Ahora notemos que la cuadratica definida

por k es de coeficiente principal negativo, por lo que por tablas de signos podemos observar que:
(700, 77) (777 58/3) (58/3a OO)
—48k? + 592k + 6496 - + -

Por lo que si k € (—7,58/3), entonces la recta interseca en dos puntos a la elipse, y si k € (—00,7) V k €
(58/3,00), la recta no interseca a la elipse. O
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Ejercicio 1: Considere la circunferencia de ecuacién 22 4 y?> — 10z — 12y + 36 = 0 y los puntos A y B que
estan sobre la circunferencia y tienen abscisa x = 2
1. Determine las coordenadas de A y B, el centro de la circunferencia y su radio
2. Determine las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunferencia en el punto (2,2)
Resolucién: Comencemos completando cuadrados, para dejar la circunferencia en una forma maés sencilla:
2 4+ 9% — 10z — 12y + 36 =0
22 — 10z 4 25 — 25+ % — 12y 4+ 36 — 36 + 36 =0
(x—5)2 =25+ (y —6)> =0
(x —5)%+ (y — 6)? =25

Por ende, es sencillo ver que el centro de la circunferencia es el punto C' = (5,6) y el radio es 5. Ahora
reemplazamos x = 2 en la ecuacién para obtener los puntos A y B:

(x —5)%+ (y — 6)? =25
(2—-5)2+(y—6)? =25
9+ (y —6)* =25
(y —6)? =16
y—6==+4

y=6=+4

Por ende los puntos Ay B son A= (2,10) y B = (2,2).
Ahora buscamos la tangete al punto (2,2), para esto, notemos que una tangente es perpendicular a un radio
o diametro, y que podemos definir una recta conteniendo un diametro usando los puntos B, C' y la forma de
doble punto de la recta:

6—2
S 5-2
Por lo que, si la recta tangente que buscamos es de la forma y = mx + n, rapidamente podemos ver que para
que sea perpendicular a este radio m tiene que ser —3/4, luego, podemos reemplazar el punto (2,2) en la
recta para determinar n:

4 8
Y (x —2)+ 3T 3 +

y*T:chn
3
2=n——--2
"y
3
2=n——
"y
4=2n—-—3
7
L _n
2



Por lo que la recta tangente a la circunferencia en (2,2) es y = f%x + % O

Ejercicio 2: Considere la pardbola de ecuacién y = 422 — 42 + 1 y la recta L de ecuacién 4z —y +1 =0
1. Encuentre los puntos de interseccién de la recta L y la pardbola

2. Encuentre la recta tangente a la pardbola que tiene la misma pendiente que la recta L y el punto de
tangencia

Resolucion:

1. Para encontrar los puntos de intersecciéon, podemos despejar y en L y reemplazar en la ecuacion de
pardbola:
dx—y+1=0=4dx+1=y
y=4z? —dx+1
dr +1 =42 — 4z +1
0 =42® — 8z
0 =z(x —2)
=z =0,y =1
=22 =2,y =9

Por ende los puntos de interseccién son (0,1) y (2,9).

2. La pendiente de L es 4, por lo que, si la ecuaciéon que buscamos es de la forma y = 4x + n, entonces
debemos encontrar el valor de n tal que la interseccién tenga una tnica solucion:

y =4x® —4x +1

dr +n =42 —4dx +1
0=42>—8x+1—n
A =8 —4-4(1—n)
A =64 —16(1 — n)
A =64 — 16 + 16n

A =48 + 16n
A=0<48+16n=0
<3+n=0
on = —3
Por ende, el unico coeficiente de posicién que permite tangencia es n = —3, y la recta tangente es

y =4z — 3.

Procedemos a calcular el punto de tangencia:
0=42”> -8z +1—n
0=42? — 8z + 1 — (-3)
0 =422 — 8z + 4
0=2?—-2z+1
0=(x—1)2

=z=1y=1

Y por ende, el punto de tangencia es (1,1).
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Ejercicio 3: Un tridngulo equildtero estd inscrito en la parabola de ecuacién 4% = 4pzx, con un vértice en el
origen. Encuentre la longitud del lado del triangulo

Resolucién: Conocemos uno de los puntos del tridngulo. Buscamos un par de puntos A = (a,b) y B = (a, —b)
tal que sean equidistantes del centro y entre si, que ademés estén en la pardbola (aqui, tomamos los puntos
A = (a,b) y A = (a,—b) porque la pardbola es horizontal, y por ende si un punto del tridngulo estd en la
parabola, el reflejarlo con el eje X nos dard el otro punto).

Si un punto del tridngulo estd en la pardbola, entonces satisface la ecuacién de la pardbola y por ende son
de la forma A = (a,+/4pa) y B = (a, —+/4pa). Entonces se debe satisfacer la siguiente ecuacién:

V0@ =02+ (Vapa — 02 = /(a = 02+ (=/pa = 0)2 = /(@ — )2 + (v/pa — (—/Bpa)?

distancia de A al centro distancia de B al centro distancia entre A y B

Desarrollando la primera igualdad, es facil ver que el nimero de por si es el mismo:

Vi@=02+ (ipa - 02 =\/(@ = 0)2 + (~/4pa — 0)?

Va2 + 4dpa =+/a? + 4pa

Por lo que basta resolver la segunda ecuacién:

Vi@—02 + (~yApa — 02 =\/(a — )2 + (\/Ipa — (~/Ipa)?
Va2 + 4pa =+/16pa
a? + 4pa =16pa
a? — 12pa =0
a(a —12p) =0

Es decir, los puntos del tridngulo son (0,0), (12p,4pv/3) y (12p, —4p\/3), tomando la distancia entre A y B
obtenemos que:

V16pa = 4/p? - 12 = 8pV/3

Por ende, el lado del tridngulo es 8pv/3.

Nota: Note que se asume que p es positivo, en el caso en que sea negativo los puntos A y B no estan bien
definidos. Como la reflexion conserva distancias y areas, podemos reflejar la parabola con respecto al eje YV y
calcular la distancia como si p fuera positivo. Al final debemos dejar nuestra respuesta en términos de valor
absoluto para que si tenga sentido la distancia, por lo que en realidad nuestra respuesta serfa 8|p|v/3. O
Ejercicio 4: Dada la ecuacién 1622 — 64z + 9y% — 90y + 145 = 0

1. Determine la figura que describe esta ecuacion

2. Calcule los semiejes mayores y menores de esta figura

3. Calcule la excentricidad de la figura

4. Calcule la distancia focal y encuentre los focos de esta figura
Resolucién:

1. La mejor forma de, dada una ecuacién general, determinar que tipo de cénica es, es completando

61



cuadrados y factorizando:
1622 — 64z +9y*> — 90y +145=0 /=16-9
2?2 4x  y? 10y @ 145

9 9 "6 16 T16-9
2 —dx4+4—-4 2 —10y+25—-25 145

9 16 6.9 "
(z —2)? N (y—5?% 4-16 25'9+ 145
32 42 9-16 16-9  16-9
(r—2)2 (y—5)?% 144
_ =0
TR 9-16
(x—-2)?  (y—5)°
7t 10
(-2  (y—5)°
2 T =1

Por lo que la ecuacién describe una elipse.
2. Por ecuacion de la elipse, podemos observar que el semieje menor mide 3 y el semieje mayor mide 4.
3. La excentricidad € de una elipse viene dada por la ecuacién:

c a? — b2
€= — =
a a?

Donde a, b son los semiejes mayor y menor respectivamente, y c¢ la distancia focal. Tomando la segunda

forma de la excentricidad:
6_\/42—32 _\/16—9 VT
N 42 16 4

4. Tomando la primera ecuacion de excentricidad, y despejando la distancia focal obtenemos:

ae = C

Reemplazando obtenemos que:

c=7
Luego, como la distancia focal es la distancia centro a foco, y que el centro de la elipse es (2,5), donde
la elipse es vertical (pues, el semieje de y es mayor), por lo que los focos son:
Fi=(25-¢)=(2,5-V7); F,=(2,5-¢)=(2,5+V7)

Notas: Como comentamos en ayudantia, distancia focal se puede referir tanto a distancia centro foco
como distancia foco a foco. En este ejercicio lo interpretamos como distancia centro a foco para que
coincida con las bibliografias, en general, el ¢ mostrado es la mitad de la distancia entre focos.

O
Ejercicio 5: Dada la hipérbola de ecuacién 82 — 4y? — 242 — 4y — 15 = 0, determine las coordenadas de sus
vértices, de sus focos y la ecuacion de sus asintotas.
Resolucién: Comencemos completando cuadrados:

822 — 4y* — 242 — 4y — 15 =0
8(z? — 3x) — 4(y* +y) =15
8(z% — 3z + (3/2)? — (3/2)%) — 4(y® +y + (1/2)* - (1/2)) =15
8(x—3/2)2+2-9—4(y+1/2)* +1=15
8(x —3/2)? — 4(y +1/2)* =32

(=32 W+’
4 8 B
Como el y esta restando, la hipérbola es horizontal, y por ende, podemos deducir la siguiente informacion:
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. El centro es (3/2,-1/2)
. El semieje transverso mide 2, y el semieje conjugado mide 2v/2.

. Los vértices son (3/2—4, —1/2), (3/2+4, —1/2) (se toma el centro, y se suma o resta el semieje transverso
para obtener los vértices)

. El semieje focal cumple que:

semieje focal® = 4+ 8 = semieje focal = /12

. Los focos son (3/2 —v/12,—-1/2) y (3/2 + v/12,—1/2) (se toma el centro, y se suma o resta el semieje
focal para obtener los focos).

. Las asintotas son de la forma:
{y =+ (@ —21)+m

Donde a y b son los semiegjes trasverso y conjugado respectivamente, por lo que las asintotas son:

p=2v2(-9) -3
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Ejercicio 1: Dado
r=+2t+1
y =8t

con t > 0, determine el lugar geométrico descrito por los puntos (z,y) y trace el grifico correspondiente
Resolucién: Comencemos definiendo las funciones:

@) =v2t+1
g(t) == V8t
Las cuales son invertibles en el dominio [0, o), calculando la inversa de f obtenemos:

2 -1

="

Lo cual es una forma de expresar ¢ en términos de z, es decir:

2 -1
2

t:

Ahora, reemplazamos en g para obtener una funcién explicita de = a y:

2 _
y:g(t):\/S-x 5 1:2\/;102—1

Donde z € [0, 00). Por ende el lugar geométrico es la ecuacién y?/4 = 22 — 1, donde z e y son positivos.
Para trazar la grafica, lo recomendable es notar que tenemos una hipérbola, pero teniendo en cuenta solo
los puntos en el primer cuadrante, por lo que podemos trazar la hipérbola teniendo en cuenta tres puntos,
conectarlos con una curva y continuarlos:

9

8

7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(En negro, el lugar geométrico y en azul, la asintota) O
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Ejercicio 2: Encuentre la hipérbola cuyas asintotas son x — 2y +1 =0y x + 2y — 3 = 0, de tal forma que
la distancia entre los vértices sea 2.

Resolucién: La interseccion entre ambas ecuaciones es el centro de la hipérbola, por lo que buscamos la
solucién de la interseccion. Sea Ly : x —2y+1 =0, Ly : x + 2y — 3 = 0, despejando = en L; obtenemos que:

r=2y—1
Reemplazando = en Ly obtenemos:
c+2y—3=0=>2y—-14+2y—3=0=>4y—4=0=>y=1
Reemplazando y = 1 en L; obtenemos:
r—2y+1=0=2-24+1=0=z=1

Es decir, el centro de la hipérbola es el punto (1,1). Ahora, si la hipérbola fuera vertical, podriamos rotarla
para que fuera horizontal y viceversa (la rotacién no altera distancias, por lo que la distancia entre vértices
permanece igual). Por lo que podemos asumir, por simplicidad, que la hipérbola es horizontal de la forma:

x—1)2 —1)2
CED S

Donde a es la medida del semieje transverso y b del semieje conjugado. Ahora, como la medida entre vértices
es 2, y el eje transverso es el segmento que une vértices, deducimos que a = 1. Ademads recordemos que las
asintotas de la hipérbola son de la forma:

La primera ecuacién se parece a L, por lo que intentemos llevarla a la forma de Ly (recuerde que xz = 2y —1,
haremos ese reemplazo por simplicidad):

y—1
—1-42 -
v b

b2y—1)—b—(y—1)=0
20y —y —2b+1 =0
y(2b—1)—(26—1) =0
(y—1)(2b—1) =0
Siy # 1, entonces se obtiene que:
1
(y—D@-1)=0=2-1=0=b=

Si reemplazamos este valor de b en las ecuaciones de las asintotas podemos observar que:

1
x—l—%:0:x—1—2y+220:x—2y+1:0

-1
x—l—i—%:0:>x—1+2y—2:0=>x+2y—3:0
Lo cual verifica que b = 1/2 es el valor que buscamos, y por ende, la hipérbola buscada es:
(x-1? (y—1)7
12 (1/2)2

=1
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Ejercicio 3: Demuestre que la diferencia entre las distancias del punto (6, 2) de la hipérbola 922 —16y% =

144, a los focos, es igual a la longitud de su eje transverso.
Resolucién: La definiciéon como un lugar geométrico de la hipérbola es:

Una hipérbola es el lugar geométrico de puntos P, tal que la diferencia absoluta entre P y dos puntos fijos
F1, Fy (llamados focos) es constante, usualmente denotada como 2a.

En donde a es justamente la distancia centro-vértice de la hipérbola. En la hipérbola del enunciado, podemos
dividir por 144 para obtener:

922 — 162 =144

1‘2 y2

16 9

Es decir, nuestro a en este caso es 4, y por ende la diferencia de distancia del punto (6, 3\2/5> a los focos es

2a, el cual es la medida del eje transverso.
Alternativamente podemos comprobar esto numéricamente, como el centro es (0,0) y la hipérbola es hori-
zontal, podemos observar que los la distancia centro-foco c es:

VA2 +39=y/16+9=vV25=5

Por ende, los focos son:
P = (530) = (_570)

Ahora calculamos la diferencia entre distancias:

(6—5)2+<3\2/5—0> - (6—(—5))2+<3\2/5—0> :\/1+9Z'15—\/121+945‘

_\/4+45_\/484+45
B 4 4

R NECRRY
S|V 4 4

7T 23

=i

—16
Sl sles=s
=2-4=2a

O
Ejercicio 4: Una hipérbola tiene un foco en el punto (3,2) y las ecuaciones de sus asintotas son y = 2z — 10
y y = —2x + 2. Determine la ecuacién de la hipérbola.
Resolucion: Notemos que podemos encontrar el centro de la hipérbola, ya que las asintotas pasan por el
centro:
2r —10=-2z4+2=4r=12—>2=3

y=-2-3+2=-6+2=—4

Por ende el centro es (3, —4). Note que el foco (3,2) esta por encima del centro, por lo que la hipérbola es
vertical de la forma:
(y+4)? (z=3)7°

a? b2 1
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Ahora, de clase se sabe que las asintotas de la hipérbola son de la forma:

y::t%(a:fh)+k:

Donde (h, k) es el centro de la hipérbola, por lo que podemos reemplazar con (3,—2):

y::t%(mf3)f4

Y podemos manipular las asintotas para dejarlas de esta forma:
y=2x—10=2x—6—-4=2(x—-3)—4

Por lo que, comparando las ecuaciones, podemos ver que a/b = 2 y por ende a = 2b.
Ahora notemos que la distancia entre el centro y foco dado es 6, por ende se debe satisfacer que:

a’ +b? =c?
4% 4+ b? =36
562 =36

p_ O

V5

Y por ende, se obtiene que a = 12/+/5. Por tanto la ecuacién de hipérbola es:

y+4° (@-3°

— =1
144/5 36/5
O
Ejercicio 5: Dado un punto M en la pardbola:
2 2
2 v
4 9

se traza una recta tangente a la circunferencia z? + y? = 4 que pasa por M, llame el punto de tangencia
como T. Ademas, se traza una recta paralela a la asintota de pendiente positiva, de tal forma que pasa por
M vy interseca al eje X en el punto P.

Calcule d(M, P) — d(M, t).
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Resolucién: (Agradecimientos a Rodrigo Vargas por la solucién)
Sea M = (zg,y0) el punto dado en la hipérbola. La pendiente positiva de la asintota de la hipérbola es
m = b/a = 3/2, entonces la recta paralela a la asintota de la hipérbola y que pasa por M tiene ecuacién

3

y—y0=§($—$o)

La interseccién de la recta con el eje X ocurre cuando y = 0, luego

3
fyzi(x7$0)<:>72y0:3x73x0<:> T =10~ 2y0

Entonces, las coordenadas del punto P son (g — %yo, 0)y

2
3 9
d(M,P)* = (w — 5U —xo) Y6 = Y0 T Y6 = ¥

Sea T = (r1,%1) el punto de tangencia de la recta tangente a la circunferencia x2 + y? = 4 que pasa por M.
Entonces la ecuacion de la recta tangente es

l: rix+y1y=4

(Nota fuera de la solucién de Rodrigo: La definicién de la recta es sutil y no intuitiva en un inicio. Lo que se
hace es que la recta tiene que ser de la forma ax + by = n, y en (z1,y1) debe ser igual a la ecuacién de la
circunferencia, por lo que n =4,a =1 y b=11)

La recta tangente [ pasa por el punto M si satisface la ecuacion zizg + y1yo = 4 entonces

dM. T = (xo—21)*+ (yo —11)°
xf — 2xow1 + a5 + Y3 — 2yoy1 + i
= a5 +y5 — 2 (wows + yoyr) + (27 + yi)
—_——— ~——
4 4
= x5 +yp—4

y2
= 4<1+°)+y34

9
13
= —4 yg.

(Nota fuera de la solucién de Rodrigo: En la pentltima igualdad 22 + y3 — 4 = 4 (1 + %) + 92 — 4, lo que

se hace es que en la ecuacién de la pardbola ‘%2 — % =1 se despeja 22 obteniendo x? = 4(1 + y?/9), y como
estamos trabajando con el punto M = (z, yo), colocamos en la ecuacién de parédbola g, yo y reemplazamos
2o en el desarrollo de d(M,T)?)

Por lo tanto, d(M, P) — d(M,T) = 43 —

~ls

y2 = 0. O
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Ejercicio 6: En la figura, A, B,C, D, E, F son los vértices de un hexdgono regular centrado en el origen:

— —
Exprese cada uno de los siguientes vectores en términos de a = OAy b= OB:

RN
AB,
-
BC,
.,
AD,
.,
CF,
.
AC,

— — —
BC + DE + FA.

Resolucion:

—
AB:
——

Una forma de llegar de A a B, es pasando por O, por ende, se obtiene AB = —a + b.
—
BC:
—
Una forma de llegar de B a C' es pasando por O, y OC' es el mismo sentido, direccién y tamano que
— —

—
AB, y por ende son iguales, por lo que BC' = —b+ AB = —a.

—
AD:
— —
Se sigue con las analogias, pasando por O, notamos que OD = AQ porque tiene misma direccion sentido
—

y tamano, por ende AD = —
.
CF:
— — — — — —

Notemos que CO y OF tiene mismo sentido, direccién y tamafio que BA, por lo que CF = CO+OF =

—
2BA = 2a — 2b.
—
AC:

— — —
Podemos pasar por B. Por ende AC = AB + BC = b — 2a.
BC + DE + F A Podemos trasladar DE y F A para que termlne y comiencen respectivamente en 0,
por lo que se obtiene que BC + DE + FA BC + C’O + OB =0.
O
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Ejercicio 7: Demuestre que en todo triangulo, el trazo que une los puntos medios de dos lados es paralelo
al tercero.

Resolucién: Sea ABC' un triangulo cualquiera, donde D y E son los puntos medios de los lados AB y BC
respectivamente como se ve en la figura:

A

B i3 C

— —

Queremos mostrar que DFE es paralelo a AC, para ¢ esto, vamos 2 demostrar que 2DE = AC. Del tridngulo
s

se puede deducir r que AB + AC + C’B =0y que BD + DE + EB = 0. Adem4s por enunciado sabemos que
QBD AD y 2EB C’B por lo que podemos deducir que:
— — —
BD+ DE+ EB =0
— — —
2BD +2DFE + 2EB =0
— — — — — —
BA+2DE+CB=AB+ AC+CB
— —
2DFE =AC

— —
Ahora, como 2DFE = AC, los vectores tienen mismo tamano, sentido y direccién. Como tienen mismo sentido,
son paralelos y por ende DFE es paralelo a AC.

— —
Otra solucién: Consideremos la base del plano cartesiano {BD; BE}, usando élgebra vectorial podemos
notar que:

—  — —
AC =AB+ BC
— —
=—-2BD+2BFE
Y
— —

DE DB+BE
:—BD—I—BE

Por ende se puede deducir que:

— —

— — — —
2DFE =2BFE —2BD = AB+ BC = AC

— —
Ahora, como 2DFE = AC los vectores tienen mismo tamano, sentido y direccién. Como tienen mismo sentido,
son paralelos y por ende DFE es paralelo a AC. O
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Ejercicio 8: Si ABC es un tridngulo cualquiera, L, M, N los puntos medios de los lados AB, BC,C A res-
pectivamente, demuestre que ALM N es un paralelogramo.
Resolucién: Comencemos dibujando la figura del enunciado:

A

B i C

Del ejercicio anterior (y generalizando) tenemos que M N es paralelo a AB y LM es paralelo a AC, y por
ende, M N es paralelo a AL y LM paralelo a AN, por lo que por definiciéon de un paralelogramo, ALM N es
uno. O
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Ejercicio 1: Dado los puntos P y P’ sobre las hipérbolas

:E2 y2 7 I’2 2 B
2 et v Ea!

respectivamente, tales que |OP| = r y |OP’| = r’. Demuestre que si OP | OP’, entonces:
1 1 1 1
a0

Resolucién: ERROR 404: NOT FOUND O
Ejercicio 2: Demuestre que toda recta que sea paralela a una asintota (distinta de la asintota) de una
hipérbola corta a la curva en solo un punto.

Resolucién: Por simplificacién, supongamos que nuestra hipérbola es de la forma:

2 2
2
a b2

Donde a es la distancia vértice centro, y b el semieje conjugado. Podemos escoger esta familia de hipérbolas
ya que toda hipérbola puede transformarse en este tipo de ecuacién mediante rotaciones y traslaciones.
Entonces, las asintotas vienen definidas por:

b
y==+-x
a
Entonces, las paralelas de las asintotas vienen dadas por:
b
y==Fx—-x+n
a

Con n € N. Veamos como se comporta la interseccion:

2 2
v
a b2
22 (n+bx/a)?
A a
22 n?  2bnx/a  b*2%/a?
a2 2 b
2 22 n? 2nx B
a? a? b2 ab
n? 2nx
A Ikt
b2 ab
an?
5 ab ==+ 2nzx
an ab
—_———— =4z
26 2n
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Fijese que si n es tnico, fijo y no nulo, entonces = es tinico. En cambio si n es 0, entonces la pentltima
ecuacién nos entrega —ab = 0 lo cual es falso, y por ende la interseccién entre la asintota y la hipérbola no
existe. Luego, si el x es tnico, por la ecuacion de la paralela se obtiene que y también es Unico, y por ende,
la interseccién entre la hipérbola y una paralela a la asintota es tnica. O
Ejercicio 3: Determine k € R para que las asintotas de la hipérbola

1'2 y2

9 K2

Pasen por los focos de la elipse 1622 4 25y — 50y — 375 = 0. Grafique la situacién.
Resolucion: Primero, seria bueno determinar los focos de la elipse para saber por donde pasan las asintotas,
completando cuadrados podemos obtener que:

1622 + 25y — 50y — 375 =0
1622 + 25(y? — 2y) =375
1622 +25(y? — 2y +1—1) =375
1622 + 25(y — 1)* — 25 =375
1622 + 25(y — 1)% =400

Por ende, el centro de la elipse es (0, 1), la distancia centro foco es /25 — 16 = v/9 = 3, y por ende, los focos
son:

=1

F =(-3,1) F,=(3,1)
Légicamente, las asintotas no pueden pasar ambas por ambos focos, por lo que por simplicidad, digamos que

la asintota de pendiente negativa pasa por Fj y la de pendiente positiva por F5.
De la ecuaciéon de la hipérbola, podemos obtener que las asintotas son de la forma

k
Y= :I:%x
Por lo que buscamos k tal que:
||
1=—"—(-3
2(-3)
||
1=—(3
)

Despejando |k| en cualquiera de las ecuaciones nos da que |k| = 1, y por ende, k = £1. Luego, k no puede
ser negativo, por lo que k debe ser 1.

La graficaciéon, por problemas de compilacién, queda para el lector. O
Ejercicio 4: En un tridngulo ABC, las transversales de gravedad AA’, BB’, CC’ se cortan en G. Se
toma el punto medio D de GA y el punto medio F de GB. Demuestre vectorialmente que DEA’B’ es un
paralelogramo.

Resolucién: Comencemos dibujando la situacién:

B A’




— —
Ahora, consideremos la base DE y DB’.
Por la ayudantia anterior sabemos que como D es punto medio de AG y E de GB, entonces DFE es paralela
a AB (Considerando el tridngulo ABG), y como A’ es punto medio de BC' y B’ de AC, entonces A’B’ es
paralela a AB (considerando el tridngulo ABC), por lo que por transitividad, DE es paralela a B'A’.
Luego, como B’ es punto medio de AC' 'y D de AG, entonces B'D es paralela a CG (considerando el
tridngulo AGC), y como A’ es punto medio de BC' y E de GB, entonces A'E es paralela a GC, por lo que
por transitividad, B’D es paralela a A’E y por ende, DEA’B’ es un paralelogramo. O
Ejercicio 5: Demuestre que en todo paralelogramo, el segmento que une un vértice con el punto medio del
lado opuesto, trisecta una diagonal y es trisectado por ella.
Resolucién: Aqui, se considera un lado opuesto como cualquier lado que no es adyacente al vértice.
Comencemos graficando la situacién:

C

A E

Donde estamos considerando el paralelogramo ABC D, E el punto medio de AB y F' el punto medio de BC.
Note que aqui, queremos acabar demostrando que DE y DF' dividen AC' en tres segmentos de igual medida.
La demostracién se dividird en varias partes. Primero demostremos que AG = HC' en medida, para esto,
marquemos los puntos medios de AD y DC, y trazemos segmentos de B a los puntos recién marcados:

D, ¢ C

4
E B

Recordemos de ayudantia que, los lados opuestos en un paralelogramo son iguales (si no se acuerda, conside-
rando el tridngulo del ejercicio anterior recuerde que DFE era la mitad de AB, que es el doble de B’A’, por
lo que DE = A’B’ en medida, andlogamente para DB’ = A’E en medida), por lo que HF mide lo mismo
que AB, y AD = BF en medida. Considerando los tridngulos DHF y BF H, podemos ver por criterio LAL
que son congruentes (considere los lados HF, el par DH = BF y los éngulos DHF = BFH), por lo que por
congruencia tenemos que HB = DF' en medida.

Nota: Este es fue un paso técnico para mostrar que AI = JC, pues no se me ocurria otra forma de mostrar
que HB = DF en medida.

Ahora, como DH//BF y HB = DF en medida, obtenemos que DF//HB, y de forma andloga, DE//GB e
iguales en medida. Comprimamos el paralelogramo DH BF, obteniendo el siguiente paralelogramo:

H/D c

17
A B/F

Luego, las diagonales de un paralelogramo se bisectan entre si, pues en todo paralelogramo W XY Z:
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w o X

— —
Donde «, 3,7, d son puntos medlos de sus lados respectivos. Entonces considerando la base Wa; W, po-

demos observar que WY = 2Wa + 2X,6’ = 2WH . 2WH = WY y de forma andloga 27H = ZX.
Volviendo al ejercicio, de lo anterior se deduce que AI = JC, tracemos el punto medio de DI, y tracemos el
segmento que lo une con G.

A

E B

Fijandonos en el tridangulo IDC, podemos observar que LG = IJ y que como L es punto medio de DI y
G de DC, obtenemos que 2LG = IC, por ende, IJ = JC, y como teniamos que Al = JC, obtenemos que
Al =1J=JCy 3Al = AC.

Luego, para demostrar que DL = LI = IFE y 3IE = ED, trazamos la recta EG que es paralela a BC, lo
que nos da un paralelogramo con DFE una diagonal y la recta Al pasa al punto medio de EG. Por lo que el
procedmiento es analogo. O
Ejercicio 6: Se da en un tridngulo ABC, la transversal de gravedad AD. Por B se traza una recta BE
que pasa por el punto medio E de AD, y se denomina F el punto de interseccién entre esta recta y AC.
Demuestre que 3AF = AC.

Resolucién: Comencemos graficando la situacion:

A B

Tracemos una paralela a BC que pasa por A, extendamos BF para que interseque a esta paralela, y tracemos
unas paralelas a AB que pasan por D y C":
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G/I D

A B

En un inicio, G no tiene porque ser igual a I, y vamos a demostrar esto de forma vectorial. Sea G la interseccion

de BF y I la mtersecmon de AH con la paralela de AB que pasa por D. Si consideramos la base BD AB

—

entonces BG BD — AB por lo que AG AB + BG BD, y por el paralelogramo ABDI sabemos que

AI = BD por lo que AG AI y por ende, G = I.

Ahora, como G = I, se obtiene que I es punto medio de AH, y por ende, si consideramos el paralelogramo
ABCH, por el ejercicio anterior podremos observar que como BI va desde vértice a punto medio y AC es
diagonal, que BI trisecta a AC' y por ende 3AF = AC. O
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Notas de la solucién: A menos que se indique lo contrario, suponga que (-, -) es el producto interno estdndar,
o escalar dicho de otro modo.

Ejercicio 1: Considere el tridngulo determinado por los puntos A = (1,3,5), B = (2,-3,6) y C = (4,5, —3).
Determine el angulo correspondiente al angulo C.

Resolucién: El angulo en C' viene dado por los vectores

o 3 o 2
AC =1 2 BC={ 8
-8 -9

La formula de coseno del angulo nos dice que:

(AC, BC) 94 94

\/</@,TC><§C, BC) VTT-149 /11473

cosy =

Y por ende:

94
= arccos < m)
O
Ejercicio 2: Encuentre un vector unitario perpendicular al tridngulo ABC donde A = (1,2,3), B =
(=3,-2,5) y C = (1,4,1).
Resolucién: Primero notemos que los vectores que delimitan al tridngulo son:

AB=|—-4 BC=16 AC=| 2
2 -4 -2

Y recordemos que dos vectores u, v son ortogonales (fancy word para perpendicular) si
(u,v)y =0

a N N
Por ende, buscamos un vector u = | b | € R? tal que (u, AB), (u, BC), (u, AC) = 0. O dicho de otra forma,
c
buscamos valores a, b, ¢ tales que:
—4a —4b +2¢ =0
+4a +6b —4c =0
+0a +2b —2¢ =0

Para resolver este sistema, resolveremos usando del método de eliminacién de Gauss-Jordan. Es decir, primero
definimos la matriz aumentada del sistema de ecuaciones lineales:

-4 -4 2|0
4 6 —4|0
0 2 =2|0
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En donde, en la primera columna colocamos los coeficientes del a, en la segunda los del b, en la tercera los
de c y en la cuarta a lo que se igualan las ecuaciones. Note que en la primera fila es lo mismo que la primera
ecuacion, la segunda fila es la segunda ecuacion, y la tercera fila es la tercera ecuacién. Ahora aplicamos las
tres operaciones fundamentales de filas

1. A la fila F; se le suma la fila F; por algin escalar x. Esto se denota como F; + xF}.
2. La fila F} se intercambia con la fila F;. Esto se denota como Fj < Fj.
3. La fila F} se le multiplica por un escalar kappa. Esto se denota como kFj.

(Note que esto es lo mismo que a una ecuacién sumarle otra, intercambiar ecuaciones y multiplicar una
ecuacién a ambos lados por un mismo ntmero, respectivamente)

Ahora, usando las operaciones fundamentales intentamos dejar la matriz tal que debajo de la diagonal hayan
solo ceros. Esto es mas claro en la practica que en teoria:

—4 -4 210 —4 -4 2
4 6 —4o] 20 2 -2
0 2 -2/0 0 2 -2
—2 -2 1

LBlo 2 -2

1

21 0 0 0

Dol o 2 —200
0 0 0]0
2 0 1]0
)
2% (o -1 1f0
“\o 0 00
Esto es lo més simplificado posible que podemos dejar la matriz, y este es un sistema equivalente al anterior
en donde es sencillo ver que se debe cumplir que ¢ = —2a y b = c. Por ende, los vectores perpendiculares al
a
tridngulo ABC son de la forma u = | —2a |, y recordemos que este vector debe ser unitario, es decir, a debe
—2a

satisfacer que:

ul=1<|uP=1<a-a+(—2a) (—2a) + (—2a) - (—2a :1(:>9a2:1(:>012:1<:>a:1
[lul| ([l (=2a) - (—2a) + (—2a) - (—2a) 5 3
1/3
Por lo que el vector unitario u perpendicular a ABC es u= | —2/3
—2/3

Notas: Se podria haber hecho sin la matriz aumentada, pero esta es una forma abstracta y sencilla de

manipular rdpidamente sistemas de ecuaciones lineales grandes. Otra forma de realizar este problema es
— — 4

usando el producto cruz entre AB y BC'|, obteniendo el vector v = | —8 |, luego, se calcula la norma del
-8

- . o . 1
vector y se multiplica el inverso para obtener el vector unitario, es decir, mv.
v

El método con producto cruz es mas rapido para R? o R2, pero deja de ser eficiente en K” para n > 4 y
K = C o = R, mientras que el método con Gauss-Jordan es mas rapido y sencillo para dimensiones mas
altas. O
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Ejercicio 3:
a) Pruebe que las raices de z2 + x + 1 satisfacen la ecuacion
25 4425 + 32" + 223 + 2 +1=0

2

b) Sea z° =1y z # 1. Sean: a; = z — 2%, ay = 22 — 23, demuestre que o3 - a3 = 5.

Resolucién:

a) Tenemos dos opciones de resolucién; la primera consiste en calcular todas las raices de 22 +x + 1 (tanto
reales como complejas), reemplazarlas en x% 4 42° + 32* + 22% + 2 + 1 = 0 y verificar que sean raices;
o hacer la divisién polinémica y verificar que el resto sea 0. Trabajaremos con el segundo método:

28 + 425 + 32t + 223 +$+1:($2+$+1)($4+3£B37I2+1)
—z8 — g — g
3x% + 22* + 223
— 325 — 32* — 323

a3
xt +:E3+1'2
2 +z+1
—2—z—1
0

Como el resto es 0, significa que todas las raices de 22 +z + 1 son raices de 26 + 4% + 32* 4+ 223+ + 1.

b) Comencemos notando que z es una raiz quintica no trivial de la unidad (i.e, z es un complejo que
elevado a 5 da 1). Digamos que z es de la forma:

) <2k7r)
z=cis | —
5

Donde k € {1,2,3,4}. Antes de aplicar instintivamente DeMoivre para calcular 22, z

2. 2.
of - ag:

3. 2%, calculemos

af o3 =((z = 2)(2* = 2%))?
P
26 0T 8 9,9 4 4 10 9 11 12 9 13 L 14
=2 -2 423 -2 4422422 23424
=4 —z—22 -3 -
=5 -+ B2+ F241)
s 0
:5_%
-1
=5

El reemplazo de z* + 23 + 22 + 2z + 1 se debe a que:
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x® —1=(m—1)(z4+x3+x2+x+1)

— 2%+ 2?
4
—zt 423
23
— a3+ 2
2
—2?+z
z—1
—z+1
0
Por lo que, algebraicamente para |z| # 1 se cumple que ””;__11 =z*4+ 234+ 224+ 2+ 1, y por ende,

podemos reemplazar el 2% + 2% + 22 + 22 + 2 + 1. Y por el procedimiento, obtuvimos que o - a3 = 5.

O
Ejercicio 4: Si O es el origen y @ se mueve sobre la circunferencia x4+ y? — 4z +3 = 0, encuentre la ecuacién
del lugar geométrico de P, punto de trisecciéon de O@) més cercano al origen.
Resolucién: Sea @ = (xg,yo), comencemos buscando alguna férmula para el punto P, antes de encontrar

el lugar geométrico. Para esto, geométricamente notemos que el punto P debe ser de la forma (z¢/3,y0/3),
—

N

pues como es la triseccién de OQ) mas cercana a O, satisface que 30OP = OQ.

Llamemos P = (x1,¥1), entonces las coordenadas de P satisfacen la ecuacién:
(321)% + (3y1)? —4(321) +3=>0=927 + 9y? — 122 4+3 =0

Por ende, P se ubica en la circunferencia de ecuacién 9z2 + 9y% — 12z + 3 = 0. O
Ejercicio 5: Encuentre explicitamente todas las soluciones de la ecuacién

sin(z) = sin(2x)

en el intervalo [0, 27].
Resolucién: Comience notando que:

sin(z) =sin(2z)

0 =sin(2x) — sin(zx)

2 2r —
0:2cos< m;—x) sin( :c2 x)
CORICH
O=cos| -z |sin| -z

2 2

Entonces, o cos(3z/2) = 0 o sin(z/2) = 0. Resolviendo la primera ecuacién nos da:

3z 3 s T 2
cos<2>—0®2x—2+kj7r(:>x—3+3k7r

Para k € Z. Para que z € [0,27], k € {0, 1,2}, pues:

w Sik<-1: ) )
T T T
Syl <l 2
3+3k;7r_3 37r 3<O
» Sik=0: 5
T T
AT S 9
3+3k7r 36[0, ]
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w Sik=1:

ngfkw:g -m=m € [0,2n]
= Sik=2: A

g+fkw_g+§w:77re[0,27r]
= Sik>3:

2
g+§kﬁzg+2’fr>2ﬂ'
Ahora resolviendo la segunda ecuacién nos da:

. Ty §, o
Sln<§>—0<:>2—k'7'r<:>x—2kﬂ'

Para k € Z. Para que z € [0,27], k € {0,1}, pues:

s Sik<-1:
2k < 2mr <0
= Sik=0:
2%km =0 € [0, 27]
m Sik=1:
2km = 27 € [0,2n7]
w Sik>2:

2km > 47 > 27

Por lo que juntando todas las soluciones, obtenemos que el conjunto solucién de la ecuacién es:

1 5
S = {07r7 gﬂ',ﬂ', §7T, 271'}

O
Ejercicio 6: Encuentre la ecuacién de la pardbola de vértice (—4,3) y foco (—1, 3). Determine sus elementos
principales.
Resolucién: Recordemos que las ecuaciones de pardbola con distancia focal son (con vértice (k,h) y foco
(k+p,h) o (kh+p)):
(y—h)? =dplx—k)  (z—k)>=4p(y —h)

Dado que el foco y el vértice tienen la misma coordenada y, sabemos que la pardbola es horizontal y por
ende del primer tipo. Reemplazando con las coordenadas del vértice y foco obtenemos que la pardbola es:

(y —3)* =12(z + 4)

En donde sabemos que p = 3 ya que (—1,3) = (=4 + 3,3). Ademds como p = 3, deducimos que la directriz
debe estar a la izquierda del vértice y que debe ser paralela al eje Y ya que la pardbola es horizontal, lo que
nos da que la directriz es x = —7, y por ende, el eje de la pardbola es y = 3.

En resumen:

= Distancia foco-vértice: p = 3.
= Directriz: x = —7.

= Eje de pardbola: y = 3.

Vértice: (—4, 3).
= Foco: (—1,3).
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Ejercicio 1:

» Encuentre todas las soluciones complejas a la ecuacién 23 = —i y expréselas de forma polar y cartesiana.

= Encuentre todas las soluciones de la ecuacién z? = cis(mw/3) sin usar la férmula cuadrética directamente
en la ecuacién compleja.

Resolucion:

= Notemos que i® = —i, por lo que z debe ser de la forma z = i - w, donde w satisface que w3 = 1. Como
w es raiz cubica de la unidad, conocemos su forma y por ende sabemos que z es:

. 2kw
z =1cis | —
cis 3

Para k € {0,1,2}. Llevando esto a la forma cartesiana tenemos que:

z1 =icis(0) =i-1=1

2y —icis (2;) —i <Cos <2;) +isin (?)) _ f\f N
o (4m\ ar\ . (4n
o) o) ()4

N =,

N | .

= Primero pasemos el complejo a la forma cartesiana, y despejando z obtenemos que:

B

=4+ ——
z +12

N |

Si 2 = a+ bi, entonces se debe satisfacer que (a+ib)? = % + z@ Elevando al cuadrado obtenemos que:

1 3
(a+ib)2:a2—b2+2abi:§+i§

Es decir, a y b deben satisfacer el sistema de ecuaciones
Cl2 _ b2 — %
2ab = @

Despejando a en la segunda ecuacién se obtiene:

S
S w
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Reemplazando a en la primera, podemos observar que:

2 2 1

a” — b —5

3 s 1

1662 2
3 — 16b* =8b°

0 =16b" + 8b*> — 3
0 =(4b* — 1)(4b* + 3)
0 =(2b— 1)(2b + 1)(2b + iV3) (b — iV/3)

()63 - (2)

Sean by, by, bs, by las raices respectivas a los paréntesis de arriba, y ay, as, a3, aq los respectivos valores
de a, entonces es sencillo notar que:

Curiosamente tenemos cuatro posibles soluciones, pero por teorema fundamental del algebra se repiten
dos. En efecto si tomamos b3 o by y expandimos a + ib, obtenemos lo mismo que si hubieramos tomado
la solucién by, by (Es decir, bg = ag, a3 = by y pasa lo mismo con by, as). Nos quedamos con by, by y por
ende las soluciones a 22 = cis(7/3) son:

?; —V3

’ 2

N | =
N | .

O
Ejercicio 2: Dado dos vectores u, v en un espacio vectorial con producto interno (Considere R™), se define
la proyeccién de u en v como:
(u,v)
(u) ‘v

= (0,0)

= Demuestre que el area del paralelogramo formado por los vectores u, v viene dada por:

=

Area = |[ul| - [Ju — Py(u)l| = |[o]] - |[u = Pu(v)]]

= Calcule el drea del paralelogramo cuyas esquinas son A = (0,0,0,0), B = (1,2,3,4),C = (4,3,2,1),D =
(5,5,5,5).

= Encuentre un vector unitario ortogonal al paralelogramo del item anterior.
Resolucion:

= Recordemos que el paralelogramo formado por los vectores u, v en un plano euclideo es el paralelogramo
con un vértice en el origen, un vértice siendo la translaciéon por el vector u, uno por el vector v, y uno
por el vector u+ v. En particular si estamos en K" (K =R o K = C), entonces los dos vectores forman
un plano y entonces podemos considerar para el plano del paralelogramo el generado {u,v}.
También recordemos que si tomamos un lado como la base del paralelogramo, entonces el area del
paralelogramo es la medida de la base, por la distancia entre bases paralelas.
Tomando el lado descrito por u (el procedimiento serd andlogo tomando v), notemos que u — P,(u) es
un vector perpendicular a v, pues:
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v (0,0) Py(u)

Entonces, u— P, (u) translada cualquier punto en el lado descrito por v, al lado paralelo, por lo que nos
sirve como altura para el paralelogramo, y luego reemplazando en la formula obtenemos que
Area = [[ul|[[u — Py (u)]]

= Aqui, los vectores que describen al paralelogramo son u = (1,2,3,4) y v = (4,3,2,1). Proyectemos u
en v:

S i(5—i) 20 2
P’U = &= " )= —p = —
(w) 30 300 3
Ahora, calculamos u — P, (u):

1 4 -2
2] 2(3] [o
Y - 5
IEC Nt
3

Y por tltimo, calculamos normas y multiplicamos todo:

5

-3
0 5v/2
[lul| = v/30; ==
%0 V3

3

=

. 5v/2
Area = V/30 - V2 _ 10v5
V3
= Buscamos un vector w = (a, b, ¢, d) tal que sea ortogonal a v y w. Por lo que debe satisfacer el sistema

de ecuaciones:
a+2b+3c+4c= 0

4da+3b+2c+d= 0

Nota: En este caso no se puede usar un producto cruz ya que no estamos en R3, y si bien se puede
generalizar, nos faltaria un vector, ademas, este se generaliza usando algo fisico llamado producto

tensorial.
Usamos la matriz ampliada para resolver el sistema:

1 2 3 4|0\ F-4rn (1 2 3 4 10
4 3 2 1|0 0 -5 —10 -15|0
-1/5F (1 2 3 4|0
01 2 3f0
m—2r (1 0 -1 =2|0
01 2 310
Note que la matriz esta escalonada, solo que como tenemos dos ecuaciones y cuatro variables, dos

variables quedaran libres, sea ¢ y d variables libres, por la matriz aumentada escalonada se puede

deducir que:
a= c+2d
b= —2c—3d
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Por lo que los vectores perpendiculares al paralelogramo son los de la formas:
c+2d
—2c—3d
w =
c

d

Luego, queremos que la norma de este sea 1. Por simplificacién (ya que nos piden un vector unitario
perpendicular y no todos), supongamos que d = 0, entonces la norma de w en términos de c es:

[|w]|| = \/02 +4c2 42 +02 =vV6c2 = |c|\/6

Por ende, para que el vector sea unitario, este debe satisfacer que |¢| = 1/v/6, y por ende, el vector
unitario ortogonal al paralelogramo es:

1/V6
_2/\/5
1/v6
0

O
Ejercicio 3: En el tridngulo ABC, D es un punto que divide el segmento BC' en la razén 2:3 y E es un
punto que divide el segmento AC en razén 1:2 (Es decir, BD : DC =2 :3y AE: EC =1:2. Sea P la
interseccién entre AD y BE. Determine la razén AP : PD.
Resolucién: Comencemos dibujando la situacion:

(v

Por simplificacién, digamos que el centro es A, y denotemos & como el vector posicién del punto X en la
figura.

— — — —
Claramente se debe cumplir que AP = AAD y que BP = uBE para algin A y u escalares reales. Por lo que
— —

buscamos A\ y u tal que AAD = uEB.
El vector d puede ser descrito como una suma de vectores que describen los lados de un tridngulo, en efecto,
como tenemos que:

— —
2BD = 3DC
Entonces por la formula de razén obtenemos que:
— —
2BD =3DC
— — — —
2(AD — AB) =3(AC — AD)
2d — 2b =3¢ — 3d

5d =3¢+ 2b
-~ 3. 2.

:7“ 71)
d 5c+5



— — — = —

— — N
Para BE es un poco mas sutil, notemos que EP = FA+ AP = jp—¢&,y como EP = uBE,y BE =b— ¢, se
obtiene que: Por lo que igualando obtenemos que:

Reordenando se obtiene:

=]
I
=
e
&
I
=
=
|
!
Sy
I
=
fuy)
+
—
|
=
1
I
=
<y
+
—
|
=

poi=

o
A=3
Reemplazando en el segundo coeficiente se obtiene:
2 1 1 1 1 5

Es decir, obtenemos que A = g VU= % Recuerde que esto nos dice que p'= bV
—

Luego, notemos que PD = d— a, por lo que podemos deducir que:

— — o
AP = kPD &p = k(d —p)

— —
. 4AP =5PD
—_—  —
Y por ende, AP: PD=4:5 O
Ejercicio 4:
= Encuentre todas las soluciones de la ecuacién:
sin?(z) = cos(x)
= Encuentre todas las soluciones de la ecuacién:
tan(z) = cos(x)
Resolucién:

+/1-4(-1)
cos(z) = —
1+v5 —1F+6
cos(z) = = 5



Tomando la solucién con -:

—1-+5 —1-+5

cos(z) = —y D= 2km £ arc cos 5

Tomando la solucién con +:

—1+V5 —1+V5
= = -

cos(z) x = 2km + arc cos

Para k € Z.

tan(x) = cos(z)
sin(z) = cos?(x)
0 =1 — sin(z) — sin*(x)

C1E\/1-4(-1) -1F5
B —2 2

sin(z)

Tomando la solucién con -:

15 ~1-5
sin(x) = T\[ = ¢ = 2km + arcsin T\[

—-14+V5

Vx = 2km + arcsin

2
Para k € Z.
O
Ejercicio 5: Propuesto: Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones
1 —cos(2 1 5(2
sin?(z) = y g cos(s) = H%Uf)

Las soluciones de estas ecuaciones les seran ttiles al integrar en célculo 1.

Ejercicio 6: Considere un grafo G. Definiremos el grado de un vértice como la cantidad de vértices vecinos
a este.

Una coloracién del grafo es un rotulado de los vértices, y una coloracién ”especial” es una coloracién tal que
ningin par de vértices vecinos tiene el mismo color. Y el ntiimero cromético de un grafo se define como la
menor cantidad de colores tal que con esa cantidad, se pueda hacer una coloracién ”especial”.

Demuestre que si todos los vértices tienen el mismo grado positivo, entonces el niimero cromético es el grado
de los vértices més 1.

Resolucién: Utilizaremos una variacién del descenso infinito, la cual a su vez, es una variacién de la induccion.
Esto viene a que, claramente existe una coloracion ”especial” del grafo, en donde se colorean todos los vértices
de un mismo color, por lo que el nimero cromético debe existir, luego vemos que tan posible es descender el
numero que conocemos mediante induccién. Sea n el grado de todos los vértices, y m la cantidad de vértices
(16gicamente se tendrd que n < m), vamos a demostrar por induccién que si n < m — k, entonces hay una
coloracion especial con m — k colores.

Caso base: Sea k = 0, como n < m y hay m vértices distintos, pintar un vértice de un color distinto es una
coloracion especial.

Hipdtesis inductiva: Existe un j € N, tal que n < m — j y hay una coloracién especial de m — j colores.
Induccién: Si n < m — j — 1, consideremos una coloracion especial con j colores, y veamos todos los vértices
que tienen el color j. Cada vértice tendra a lo mas m — j — 2 vecinos, por lo que para cada vértice de color
7, habra un color que no usa el vértice ni ninguno de sus vecinos, por lo que podemos cambiar el color de
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ese vértice al que falta. Repitiendo este procedimiento para cada vértice de color j, habremos acabado de
re-colorear cada vértice de color j por otro color, por lo que nos quitamos un color y obtuvimos una coloraciéon
especial con 7 — 1 colores.

Ahora, la induccién eventualmente termina porque eventualmente se llega a que n = m — [, para algin [ € N.
De hecho, si tenemos una coloracién con n + 1 colores, como todos los vértices tienen n vecinos, en el peor
de los casos cada vecino es de un color distinto y no puedo recolorear ningin vértice, por lo que me quede
con la menor nimero de coloraciones especiales y por ende, el nimero cromético es n + 1. O
Ejercicio 7: Considere la siguiente figura:

Calcule tan(y) y simplifique lo méximo posible.

Resolucion: En los ejercicios de geometria siempre es bueno comenzar rellenando con la mayor informacién
posible. Notemos que el tridngulo de la izquierda es un equilatero, ademas pongamosle a al angulo que
comparten el triangulo del medio con el de la derecha. Rellenando los datos obtenemos:

Ve s

a Tf/b 7
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Y notemos que a+~vy+7/3 =7, .y = %7‘(’ — a. Usando la suma de dngulos para la tangente se obtiene que:

tan(y) =tan <§7T — a>

tan(27/3) — tan(«)
1+ tan(mw/3) tan(a)
 —V3-3/5
S 1-+/3-3/5
~ —5V3-3
C 5-3V3

(5v/3 4 3)(5 + 3v3)
© (5-3V3)(5+3V3)
_ 25v3445+15+9V3
25 — 27
_60+34V3
2

=30+ 17V3
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