Introduccién al Algebra y la Geometria 23-09-2022

Funciones Trigonométricas

1 Mediciéon de angulos

DEFINICION Un angulo es la unién de dos segmentos de recta con un extremo comdin.
La medida de un angulo se define como una medida de la abertura que forman los segmentos

de tal manera que si los segmentos forman un angulo extendido, entonces este angulo tiene
una medida de 180 grados.

La medicién de angulos mediante grados ha sido atil ya que permite realizar una corres-
pondencia entre angulos y grados. De tal manera que a cada angulo le corresponde un tnico
grado. Como nuestro objetivo es introducir las funciones trigonométricas como funciones de
numeros reales y los grados no son nimeros reales debemos hacer corresponder cada angulo
con un nimero real. Para esto consideremos la circunferencia unitaria que tiene ecuacion

Py =1
y sobre ella consideramos un punto P arbitrario. Este punto determina el angulo L AOP que

esta formado por el eje X y el segmento de recta que une el origen O y el punto P como lo
muestra la figura:

YA

Y

Note que el punto P también determina el arco AP donde A = (1,0).

DEFINICION Definimos la medida del angulo £ AOP en radianes como la longitud del arco
AP que esta sobre la circunferencia unitaria.

Note que si P = (—1,0) entonces el eje X y el segmento OP forman un angulo extendido
y el largo del arco AP es la mitad del perimetro de una circunferencia de radio 1, lo cual es .
Asi, a los 360 grados le corresponde una longitud de arco sobre la circunferencia unitaria de
27 unidades de longitud. Esto nos permite, usando un razonamiento de proporciones directas,
tener una férmula que trasforme grados en radianes y viceversa.

angulo en radianes 27
dngulo en grados 360
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2 Funciones trigonométricas

DEFINICION Sean t un ndmero real y P(x,y) el punto P sobre la circunferencia unitaria
determinado por ¢ de manera que t es la medida en radianes del angulo AOP como lo muestra

la figura:

YA
P(x,y)
7
7
At K
[0) A g

Definimos la funciones
sen(t) =y vy cos(t) =z .

Algunos valores especiales de las funciones trigonométricas se dan en la siguiente tabla.

PR B B B s
6 4 3 |2
1 2
sen(t) | 0] = £ ﬁ 1
2 2 2
2 1
cos(t) | 1 ﬁ £ - 10
2 2 2

EJEMPLO 1 Encuentre el valor de lo siguiente

a) cos (2;) c) sen (—g) e) sen <—327T>

b) sen (1Z7T) d) cos (5;) f) cos (ZT)
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PROPOSICION 1 Se tienen las siguientes propiedades de las funciones trigonométricas

@ Periodicidad.
Para todo t € R se cumple que

sen(t + 27k) = sen(t)
cos(t + 27k) = cos(t)

donde k es cualquier nimero entero.

@ Paridad de coseno e imparidad del seno
Para todo t € R se tiene que

cos(—t) = cos(t) y sen(—t) = —sen(t).

O ldentidad fundamental
Para todo ¢ € R se cumple que cos?(t) + sen?(t) = 1.

O Recorrido.
El recorrido de las funciones seno y coseno es [—1, 1].

3 Los graficos de seno y coseno

Reuniendo la informacién obtenida tenemos las graficas del seno y coseno, respectivamente.

\x

—T ”O 71'\/’271— 3 Mﬂ t

<—Periodo 27

SN SN
\__7/10“\\71/27r\3_7/47rt

[

Periodo 27
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4 Las funciones tangente, cotangente, secante y cose-

cante
DEFINICION
t
@ La funcion tangente: tan(t) = senét))' cuyo dominio es
COS

A =Dom(tan) = {t € R : cos(zf);«réO}:]R\{(Qn—i-l);r : nEZ} :

@ La funcién cotangente: cot(t) =

, cuyo dominio es

1
tan(t)

B =Dom(cot) = {t € R : sen(t) #0} =R\ {nw : ne€Z} .

1
© La funcién secante: sec(t) = con dominio A.
cos(t)
.. 1 .
Q La funcién cosecante: csc(t) = con dominio B.
sen(t)

Graficos de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante

| | Ya | | | Ya |

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

| | 1 | | | 1 |

| | | |z | | x
_3n frm =z 0 =~ /7 3x _3m\—7 7\ 0 N\ T  3r

2 2/ + 2 2 2 2N T 2N\ 2

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

a) y = tan(x) b) y = cot(z)
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5 Identidades Trigonométricas

TEOREMA 1 Para todo «, 8 € R se verifica que

cos(a — ) = cos(a) cos(f) + sen(ar) sen(f) .

Demostracion Consideremos la siguiente figura
y

donde m(£LAOP) = 3, m(LAOQ) = a—F m(LAOR) = a A = (1,0), P = (cos(f),sen(f)),
Q) = (cos(a—fB),sen(a—f3)) y R = (cos(a),sen(a)) Los angulos AOQ y POR son de igual
medida y por tanto subtienden cuerdas de la misma longitud, entonces se tiene:
©(A,Q) = d*(P,R),
es decir:
(cos(av — B) — 1)* + (sen(a — B) — 0)* = (cos(a) — cos(B))* + (sen(a) — sen(B3)?
< 2—2cos(a— ) =2—2(cos(a) cos(f) + sen(a) sen())
<= cos(a — ) = cos(a) cos(f) + sen(a) sen(3)
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Del teorema anterior se obtiene la mayoria de las identidades fundamentales que detalla-
remos a continuacion:

COS (;T — 6) = oS (g) cos 3 + sen (;T) sen(f) = sen(p)

sen <72T - a) = cos <72T - <72T - a)> = cos(a)
sen(a +J3) = cos (;T — (a +6)> = cos (<72T — a) — 5)

—  Cos (;r — Ct) COS(ﬁ) -+ sen (;T — Oé) SGH(ﬁ)

- a) cos(f3) + cos(a) sen(f3)
cos(a+ ) = cos(a— (—f)) = cos(a) cos(— ) + sen(a) sen(—/3)
= cos(a) cos(f) — sen(a) sen(/3)

a+ (—f)) = sen(a) cos(— ) 4 cos(a) sen(—f)

sen(a — 3) = sen

A continuacién daremos una lista de las identidades mas trascendentales:

PROPOSICION 2
Q sec’(a) = tan?(a) + 1
@ sen(a + ) = sen(a) cos(8) + sen(B) cos(a)
© sen(a — ) = sen(a) cos(f) — sen(f) cos(a)
Q cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sen(a) sen(f5)

tan(a) + tan(p)
1 — tan(«) tan(p)

tan(a) — tan(p)
1 + tan(«) tan(p)

Q tan(a + ) =

Q tan(a — §) =

PROPOSICION 3 (Férmulas de angulo doble)

Q sen(2a) = 2sen(a) cos(a)
Q cos(2a) = cos?(a) —sen?(a) = 1 — 2sen?(«)

2 tan(a)

Q tan(2a) = T tan’(@)
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PROPOSICION 4 (Férmulas de Argumento medio)

1 — cos(a)

0 n(3) -+

Q cos (g) _ 1+c203(a)

O tan <a> ==x 1= cosla) cos(a)
2 1 + cos(a)
El doble signo indica que en cada caso debe seleccionar el valor que corresponda de acuerdo

al cuadrante donde se encuentra «.

PROPOSICION 5 (Férmulas de Prostaféresis)

Q sen(a) +sen(f) = 2sen (Oé;ﬁ> cos (a ; B

a+p a—pf

Q sen(a) —sen(f) = 2cos <2> sen <2>
a+p a—pf

Q cos(a) + cos(f) = 2cos < 5 ) coS ( 5 )

5

Q cos(a) — cos(B) = —2sen (W) sen (a ; )

PROPOSICION 6 (Férmulas de reduccién)

Q sen(t) = cos (;T — t) Q cot(t) = tan <72r - t)
Q cos(t) = sen <72T — t) @ sec(t) = csc (;T - t>
© tan(t) = cot (g — t) Q csc(t) = sec (;T — t)
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EJEMPLO 2 Demostrar que
sen(a + ) —sen4/s a—30
= tan
cos(a + [3) 4 cos 43 2

Solucion Usando la férmula de prostaféresis obtenemos

5 a+ 503 a— 303
sen(a + ) —sendf o8 2 wen 2
cos(a+ ) 4 cos 4 5 cos <a+56> o <a—3ﬁ)

EJEMPLO 3 Demostrar que

a—i—ﬁ—i—’yzﬂ:cosa—i-cosﬁ—l—cosv:1+4sengsen§seng.

Solucion Usando la fémula de Prostaféresis

cosa+cosﬂ=2<:osa—;5cosagﬁ.
Comoa+fB+yv=m=v=7m—(a+[3), luego
cosy = cos(m— (a+ B))

= cosmcos(a + ) —senmsen(a + )

= —cos(a+f)
= —cos Oz+6+a—|—5
2 2
R COS2 (a+/6)_sen2 (O{+5)
2 2
= - 2(a+5)+1—cosz(a+6)
2 2
5 -
Por lo tanto,
cosa +cosff+cosy = QCOS&;6008&;B+1_2COSQ (0‘;‘5)
= 2COSM COSM_COSM +1
2 2 2
= 1+2COS(7T_7) QSengsiné
2 2 2
= 1+4sengsen§seng
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en donde para pasar de la segunda igualdad a la tercera igualdad hemos usado la idéntidad
2sinzsiny = cos(z + y) — cos(x — y)

EJEMPLO 4 Demostrar
/1
2a+/8:gz>cosa: +;enﬁ.

. s . ™ W
Solucion Tenemos que si 2a + [ = 5 = 2a = 5~ [ entonces cos2a = cos (g — ﬁ) y
como
— ene2 2 2 2 2
cos2a =cos"a —sen“a =cos"a— 1+ cos"a=2cos"a—1
y ademas

cos (g—ﬂ) zcosgcosﬁjtsengsenﬁzsenﬁ

igualando obtenemos

1 1
2C032a—1zsenﬁ:>cosza:chosa:\/@_

EJEMPLO 5 Demostrar que

a+ B+ =m= cos’2a + cos? 23 4 cos? 2y = 1 + 2 cos 2 cos 23 cos 27.

Solucion Usaremos la identidad

9 1+ cos2c
cos“a@ = ———
2
entonces
1 4 2 4
cos? 2a + cos? 23 + cos? 2y = i C2OS “ + i 0208 & + cos? 2y
1
= 1+ 5(005 4o+ cos 43) + cos® 2y
1 4o+ 4 do — 4
(Prostaféresis) = 1+ 3 (2 cos (W) cos <0626>> + cos? 2

1+ cos(2a + 2f3) cos(2ac — 2f3) + cos® 2y
= 14 cos(2m — 27) cos(2(a — fB)) + cos® 2y
= 1+ cos(27)cos(2(a — B)) + cos® 2y
= 1+ cos2y{cos(2(a — f3)) + cos(2v)}

1 + cos 27{cos(2(a — B3)) + cos(2(a + B3))}

1 4 2 cos 2y cos2acos2(3 .

EJEMPLO 6 Demostrar que

+ — +
Oé+ﬁ+”)/_7T:>COS§—COS§+COS;/_4COS7T4aCOS7T4BCOS7T47.

SEMANA 8 Pag. 9 - 12



Introduccién al Algebra y la Geometria

23-09-2022

Solucion Usaremos las identidades

1
cosacosfB = i(cos(a—irﬁ)—l—cos(a—ﬁ)),
1
senasen 3 = 5(008(&—5)—cos(oz+/8)),
1
senacosff = §(sen(a+ﬁ)+sen(a—6)).
Notemos que,
T+a wT-p 1 2r+a—pf N + 4
COS ——COS— — = 1C08 1 cos | ——
1 T B-o N a+f
= 51085 1 cos | —
= M (P2 e (@5
= %€ ) cos | —
Entonces, se obtiene
4 T+« T —p T4y
€08 —— €08 — — €08 —
B 1 b — a—+f T+
= 4 2{sen< 1 )—l—cs( 1 >}cos 1
= 2sen a

teos(T+7)
cos | — + —
4 4

= sen <72T - g) + sen (— <72T — g)) +cosg —+ cos <—g)

_ o s gl
= (COS— — COS — + COS — .
2 2 2
EJEMPLO 7 Demostrar que
14 cosa — cos B + cos
a+p+y=1= a g 7:ta,nécotl.
1 4 cosa + cos 3 — cosy 2
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Solucion Usaremos las fémulas de Prostaféresis

14 cosa — cos 8 + cosvy 1+ (cosa — cos 3) + cosy

1+ cosa + cos 5 — cosy 1+ (cosa + cos 3) — cosy
1+ 2sen (O‘+B> cos( 2“) + cosy
1+ 2cos (‘”6) cos

5 ) — cosy

1—|—cosv—|—25en<

1 —cosvy+ 2cos (—) co O‘;)
c

2 Sz

B 2cos” 7 + 2sen <%> o (%)
N 2sen? 7 +2COS( J2r/3> cos (#)
B %{cos"’—i—se (%a)}
- sen% {sen% (a%)}
o {sen (557) + sen (552))
B sen 3 {COS (ng) oS (L;ﬂ)}
~cos g {sen (%3%) +sen (%52}
B sen % {COS (L;B) o (012;6)}
~ 2008%5%5008%:@&@00’61-

2sen 1 cos < cos § 2 :

6 Guia de Ejercicios

(15#) ( 7r> (1257r)
cos{—— ], sen|{——), tan|{——]) .
6 12 12

2. Demuestre que las siguientes identidades:

1. Calcule

sen(a + )
cos(a) sen(«)
b) 3sen(x)cos?(x) — sen®(z) = sen(3x) .
sen®(a) + cos?(a)

sen(a) + cos(a)
cos(3a) = 4 cos?*(a) — 3 cos(a)
sen(3a) = 3sen(a) — 4sen?(a)

sen (g) cos (g) = 1sen(w)
g) {cos <2> —sen( )] =1 —sen(«)
x)

h) 1+ cos(2z) + cos(4x) 4 cos(6x) = 4 cos(x) cos(2x) cos(3z).

a = tan(«) + tan(f)

)
)
) 1— Jsen(2a) =
)
)
)
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1
G —(2sen(z) + sen(3z) — sen(5z))

3. Si a+ 8+~ =m, demuestrar que

i) cos?(z)sen®(z) =

sen(2a) + sen(23) + sen(2y) = 4sen(«) sen(5) sen(7y) .

4. Sea ao+ [+ v = m. Demostrar que tan(«) + tan(3) + tan(y) = tan(«) tan(g) tan(y)

5. Sea a+ f + v = 7. Demostrar que

sen’(a) + sen®(3) — sen?(7y) = 2sen(a) sen(f3) cos(7y) .

6. Verifique las siguientes identidades:

sen(bar) — sen(4a)
50) T cos(3a) (@)

(
(
senga —sen(f3) . (a—ﬁ)

)
cos(a) + cos(3) 2

a)

COS

oz
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