Introduccién al Algebra y la Geometria 28-08-2022

Polinomios

1 Raices de Polinomios

‘ DEFINICION Sea P € R[x] un polinomio. Diremos que a € R es una raizde P si P(a) = 0. ‘

DEFINICION Si al dividir P por D en el algorimo de la divisién nos da que R = 0, entonces

y en este caso decimos que:
= P es divisible por D o que
= D divide a P o que
s D es factor de P

y lo denotamos por D(x)|P(z).

PROPOSICION 1 Si P € R[z] y @ € R, entonces:
@ « esraizde P siysolosi (z — a)|P(x) en Rz].

@ Si « es raiz de P, entonces existe un menor entero positivo m tal que (x — «)™ divide
a P. Ademias, P(x) = (z — )™Q(x) con Q € R[x], se tiene que Q(«) # 0.

©Q Si ay,...,ay son las raices dos a dos distintas de P entonces el polinomio
(x —ag) - (x — ay) divide a P(x) en R[z].

Observacion. El punto 1 de la proposicién anterior es llamado el teorema del factor.
EJEMPLO 1 Demuestre que 2 + x + 1 es factor de z* + 22 + 1.
EJEMPLO 2 Considere el polinomio P(z) = 223 — 2% — 2z + 1.

1
1. Verifique que 1, —1y 5 son raices de P.

2. Justifique por qué P no puede tener mas de tres raices.

3. Use el teorema del factor para escribir a P como producto de factores lineales.
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EJEMPLO 3 Determine A y B de modo que P(z) = 2* + 2 + Ax? + Bz + 30 sea divisible
por x — 2 como por = + 3.

2 Raices Racionales

TEOREMA 1 (Teorema de los ceros racionales)
Sea P € Z[x] dado por

P(x)=apz" +ap 12" '+ -+ az+ay, ap#0

. p p . .
Si a = = es una raiz racional de P, con py ¢ sin factores comunes, entonces plag y q|a,.
q

EJEMPLO 4 Considere el polinomio P(z) = 223 — 722 + 2.
1. Liste las posibles raices racionales de P. jCudles de éstas son raices de P?

2. Sabiendo que P tiene al menos una raiz racional, j puede determinar todas las raices de
P?, jcuantas de ellas son racionales?

EJEMPLO 5 Resuelva la ecuacién P(z) = 22 — 23 — 1122 + 42 + 12 = 0.
EJEMPLO 6 Resuelva la ecuacién 4z* — 42 — 522 +2+1=0

DEFINICION Un polinomio P € R[z] no constante es irreducible si no existen polinomios
reales (), D de grado mayor o igual a uno y menor que el grado de P tales que

PROPOSICION 2 Los polinomios reales irreducibles son los polinomios de primer grado y
los de segundo grado con discriminante negativo.

PROPOSICION 3 (Factorizacién en R)
Si P € R[z] es tal que grad(P) = n > 1, entonces existen valores a,,c1,...,Cn Y
D1,41,D02,925 - - - Ps,qs € R tales

p(@) =an(z —21)(x — ) (T — ) (@ + P12+ 1) (X2 + P2+ q2) - (27 + psT + ¢5) -

donde ¢, ..., ¢, son las raices reales de P, los polinomios 22 + p1x + qi, ..., 2> + psx + s
(con posible repeticién) no tienen raices reales y a,, es el coeficiente principal de P.

SEMANA 5 Pag. 2-6




Introduccién al Algebra y la Geometria 28-08-2022

‘ PROPOSICION 4 Todo polinomio real de grado impar tiene por lo menos una raiz real.

3 Numero de raices de una ecuacion

TEOREMA 2 (Teorema Fundamental del Algebra)[Gauss]
Todo polinomio P(z) € C[z] no constante tiene al menos una raiz compleja

COROLARIO 1 Si P(z) = apz"+a,_12" 1 +- - -+ayx+ag es un polinomio con coeficientes
complejos de grado n > 1, entonces existen niimeros complejos 21, ..., z, tales que

TEOREMA 3
Si P(z) € R[z] y a es una raiz compleja de P, entonces @ también es raiz de P.

EJEMPLO 7 Si a = 1 + i es raiz del polinomio P(x) = 23 — 42% + 6z — 4, determine las
otras raices de P.

EJEMPLO 8 Determine a,b € R para que P(z) = 2* +22° + ax + b tenga raiz a = 1 +i.

4 Graficar funciones polinomiales

Las graficas de polinomios de grado 0 o 1 son rectas, y las graficas de polinomios de
grado 2 son parabolas. Cuanto mayor sea el grado de un polinomio, mas complicada puede
ser su grafica. No obstante, la grafica de una funciéon polinomial es continua. Esto significa
que la grafica no tiene puntos singulares ni huecos (vea Figura). Ademas, la grafica de una
funcién polinomial es una curva sin irregularidades; esto es, no tiene esquinas ni puntos agudos
(clspides) como se muestra en la Figura.

y YA YA YA

cuspide sin 1rregula}r1dades sin 1rregulz.1r1dades
y continua y continua
’\O hueco
punto singular
/ esquina

/ x / X X [ ]

No es grafica de una No es grafica de una Grafica de una funcion Grafica de una funcion

funcion polinomial funcion polinomial polinomial polinomial
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PROPOSICION 5 (Comportamiento final de polinomios)
El comportamiento final de la funcién polinomial P(x) = a,2™ + a, 12" ' + -+ + a1z + ag
esta determinado por el grado n y el signo del coeficiente principal a,,, como se indica en las
graficas siguientes.

P tiene grado impar P tiene grado par
y — oo cuando y — 0o cuando y — oo cuando
y — oo cuando Z = —00 T — —00 [N
yr v ”i/ K/y Sy Y4
"_ ~x y Y i ',’ N
.’ soos ‘s__;’ s“ '—~“~_¢" ¢
/ L > Y / \
i 0 \ Iz x
AN —'- s g
- N _ K
y — —oo cuando y — —oo cuando y — —oo cuando y — —oo cuando
T — —00 T — 00 T — —00 T — 00
Coeficiente principal positivo ~ Coeficiente principal negativo Coeficiente principal positivo ~ Coeficiente principal negativo

EJEMPLO 9 Determine el comportamiento final de la funcién polinomial

P(z) = 22" +52° + 4o — 7.

5 Guia de Ejercicios

1. Determine el valor de ¢ para que el polinomio ¢(x) = x? + ¢ divida al polinomio p(z) =
213 — 2% + 62 — 3.

2. Al dividir el polinomio P(x) = ax® — 2® 4+ B2* + 10z — 2a por x — 1, el resto es 3 y el

cociente es un polinomio que toma el valor 21 cuando x = 2. Calcule las constantes «

y 8.

3. El problema siguiente fue planteado en el siglo XIII por el matematico chino Qin Jinshao:

Una ciudad estad rodeada por una muralla circular con dos puertas, una al
norte y otra al sur. Saliendo por la puerta norte y caminando 1 kilémetro
hacia el norte se llega hasta un arbol. Saliendo por la puerta sur, hay que
caminar 3 kilémetros hacia el este para ver el mismo arbol.

Considere la figura que describe la situacién del problema. Note que los tridngulos OD A
y CBA son semejantes por el criterio de semejanza angulo-angulo

SEMANA 5 Pig. 4-6



Introduccién al Algebra y la Geometria 28-08-2022

10.

11.

Entonces, se cumple que

V2r +1 _27"4—1
r 3

Calcular el didmetro de la ciudad.

Se sabe que al dividir el polinomio P(x) = z* +pa?® + qa? — 182 — 12 por (z+1)(x +3)
el resto es 2z + 3. Determine p y q.

Considere el polinomio Q(x) = 2* + px + ¢ con p, ¢ € R. Determine p, ¢ de modo que
a = 1+ 1/2i sea raiz del polinomio Q(x).

Determine la factorizacién de R(z) = 2* + z + 10 en polinomios irreducibles de R.

. Sea P(z) = 2® + az? + bz + ¢ un polinomio con raices a, 3,7 € C. Pruebe que:

afy=—c, af+ay+py=0, a+pf+v=—a

y use esto para encontrar las raices del polinomio Q(z) = 2% —112%+442z — 112 sabiendo
que tiene una raiz compleja (esto es, en C \ R) de mddulo 4.

. Sabiendo que la ecuacién 2* — 92% + 33z = 65 admite una solucién C \ R de médulo

v/13, determinar todas las soluciones (en C) de la ecuacién.

Sin = 3k+1 para algin k € N, probar, sin usar induccién, que %" + 1+ (z + 1)*" es
divisible por % + x + 1.

Sean P(x) € Clz], grad(P(x)) = 4, a,b,c € R, con b # 0. Se sabe que:

» El resto de dividir P(x) por (z? — 1?) es cu.

» El resto R(z), de dividir P(x) por (z? — b*)(x — a) es un polinomio ménico, es
decir, el coeficiente asociado a z™, donde n = grad(R(z)), es igual a 1.

a) Determine los valores P(b) y P(—b).

b) Justifique que grad(R(z)) < 2.

c) Determine R(x).

Sea P(z) = 2® + ax?+ bx + c un polinomio con coeficientes en R. Sea R(z) el resto de
la divisién de P(x) por (x —1). Si R(4) =0y x =i es raiz de P(z), calcule a, by c.
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12. Considere el polinomio
p(z) = 22° + 32" — 9% + 112® + 40 — 2.
Factorice p(z) completamente en R|[z]. Ayuda: p(1+4) = 0y p tiene una raiz racional.

13. Enuncie el teorema de las raices racionales indicando todas las hipdtesis necesarias. En
particular, jqué permite decir sobre las raices racionales del polinomio

3 — §m2 +kr—1
si k es un nimero entero.
14. Factorice completamente el polinomio
p(z) = 2° — (20 — 6)* — (120 — 10)2® — (20i — 3)2” — Gix
Ayuda: p(2i) = 0.

15. Encuentre todas las raices complejas de la ecuacién 2% — 16 = 0 y escribalas en la forma
a—+bi
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