Introduccién al Algebra y la Geometria 28-08-2022

Polinomios

1 Funciones polinomiales

DEFINICION Una funcién polinomial de grado n es una funcién de la forma

P(2) = apa™ + ap_12" ' 4 -+ ayz + ag

donde n es un nimero entero no negativo y a,, # 0.

Los niimeros ag, ay, ..., a, se llaman coeficientes del polinomio.
El nimero aq es el coeficiente constante.

El ndmero a,, el coeficiente de mayor potencia, es el coeficiente principal.

Observacion.

= Asumiremos que dos polinomios P(z) = > azz* y Q(z) = > bya® sobre R son iguales
k=0

= k=0
siy solo si ap = by, paratodo k=0,1,...,n.

= La funcién constante P(x) = 0 para todo x € R también es un polinomio, pero no tiene
grado asociado.

= Denotaremos por K[z] al conjunto de todos los polinomios con coeficiente en el cuerpo
K.

EJEMPLO 1 Determine el grado, coeficiente principal y el coeficiente constante del polinomio
P(z) = Ta* 4+ 23 — 32% — 5.

EJEMPLO 2 Si P(z) = 1 + 2 — 2° + /227, entonces P ¢ Q[z] ya que v2 ¢ Q, pero
P e R[z].

PROPOSICION 1 Para P,Q € R]z], se tiene que
@ grad(P + Q) < mix{grad(P), grad (Q)}.
Q grad(P - Q) = grad(P) + grad(Q).

EJEMPLO 3 Si P(z) =3+ 2 — 2%y Q(z) = 5+ 2% entonces P(z) + Q(z) =8+ =z y
P(z) - Q(z) = 15 + bz — 22° + 23 — 2.

EJEMPLO 4 Sean P, y D polinomios tales que

P(z) = D(x)Q(x) .
Si grad(P) = 9y grad(D) = 3, jcudl es el grado de Q7
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2 Algoritmo de Euclides para la division de polinomios

TEOREMA 1 (Algoritmo de la divisién)
Si P, D € R[z] con deg(P) > deg(D), entonces existen (), R € R[z]| tales que

P(z) = D(z) - Q(z) + R(z)

con 0 < deg(R) < deg(D) o R=0.

El polinomio () se llama cociente y el polinomio R(x) es llamado resto.
EJEMPLO 5 Divida 6z — 26x + 12 entre x — 4

EJEMPLO 6 Sean P(x) = 8z* + 622 — 3z + 1y D(x) = 22> — x + 2. Encuentre polinomios
Q(x) y R(z) tales que P(x) = D(x) - Q(z) + R(x).
EJEMPLO 7 Dados los polinomios P(z) = 3x* — 62° + 322 — 2+ 2y D(z) = 2% — 22 + 3.

1. Determine el grado del polinomio cociente que resulta al dividir P en D.
2. Determine los posibles grados del resto que resulta al dividir P en D.

3. Calcule el cociente y resto que resultan al dividir P en D.

TEOREMA 2 (Teorema del Resto)
El resto que resulta al dividir P(z) en o — ¢ es constante e igual a P(c).

EJEMPLO 8 Dado el polinomio P(z) = 52 — 82% — 2 + 7,

1. Usando el método de divisién de polinomios, determine el resto que resulta al dividir
P(x) enz —2.

2. Usando el método dado por el teorema del resto, determine el resto que resulta al dividir
P(x) enz —2.

EJEMPLO 9 Dado el polinomio
P(x) = 22%% — 52%9% 4+ 35 4+ 2,

Calcular el resto que resulta al dividir P(x) en x + 1.
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