Introduccién al Algebra y la Geometria 28-08-2022

CUANTIFICADORES

1 Cuantificadores ldgicos

DEFINICION (Funcién proposicional) Una funcién proposicional p(x) es una expresién que
depende de una variable = que al ser reemplazada por elementos de un conjunto de referencia
U hacen que p se transforme en una proposicion.

EJEMPLO 1

1. p(x) <= x—5 < 0 es un predicado en el conjunto de los niimeros enteros. En particular,
p(3) es verdadera y p(7) es falsa.

2. p(x,y) <= x+y+1 =0 es una funcién proposicional que depende de dos variables = e
y que esta definida en el conjunto de los nimeros reales. Entonces p(—2, 1) es verdadero
y p(1,1) es falso.

DEFINICION Definimos los cuantificadores légicos, sobre proposiciones, como sigue: Dada
una proposicion p, con dominio U, le asociamos el subconjunto de U donde p es verdadera:

A={zeU|px)}
Se definen las proposiciones

VxelU)plr) <—
Fzel)plr) — (A#9)
(Fxel)plr)

La primera equivalencia dice que la proposicién (V z € U)p(x) es verdadera si y solo
si el conjunto de valores donde p es verdadera coincide con el dominio U. Andlogamente, la
proposicion (3x € U)p(x) es verdadera si y solo si el conjunto de valores donde p es verdadera
es no vacio. Obviamente, las proposiciones definidas anteriormente pueden ser verdaderas o
falsas, de acuerdo a las caracteristicas del conjunto A.

1.1 Demostracion de afirmaciones con cuantificadores

Un enorme ndmero de resultados de las matematicas avanzadas se presentan en forma de
afirmacion de la verdad o falsedad de alglin enunciado universal o existencial; éste es uno de
los factores que distinguen de las matematicas elementales y muchos de los resultados de este
curso adoptan esta forma.
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@ Demostracion de enunciados de la forma Va € A, p(a)
Normalmente demostramos las afirmaciones de esta forma reescribiéndolas en la forma

a € A= P(a).

EJEMPLO 2 Para todo z € R\ {0}, 2% > 0.

© Demostracion de afirmaciones de la forma Ja € A, P(a)

A menudo demostramos afirmaciones de esta forma simplemente mostrando un elemento
particular @ € A para el que P(a) es verdadera.

EJEMPLO 3 Probar In € Z, n? = 9.

Solucién Obsérvese que 3 € Z y 32 = 9 y, por tanto, n = 3 proporciona un ejemplo
que demuestra esta afirmacion.

Hay muchas afirmaciones que incluyen ambos cuantificadores.

EJEMPLO 4 Para nlimeros enteros n, si n es par entonces n? es par.

Se trata de una implicacién universal: (Vn € Z)(n es par = n? es par). Sin embargo, la
hipétesis de que n es par es un enunciado de existencia, que puede escribirse

(FqeZ)(n=2q).
EJEMPLO 5 Considere U = N y la proposicion
p(n) <= (n es par)

Asi, A={p € N| p=2n,n € N}, es el conjunto de los nimeros pares. Luego las definiciones
anteriores son

(Vn e N)p(x) <= F
(3n e N)p(x) <=V
(I'n e N)p(x) <= F

EJEMPLO 6 Otros ejemplos son los siguientes:

Jz € N)(z es divisible por 2) es

vV x € N)(x es divisible por 2) es

VaeeR)(x?+x=0)es

JzeR)(2? +2=0)es

(
( (

( (2

Bz eR) (2> +2=0) es
( )

( (

Jx e Z)(2* +23=0) es
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2 Proposiciones con mas de una variable

Los enunciados que incluyen ambos cuantificadores requieren cierto cuidado, en particular

en lo que respecta al orden de los cuantificadores.

EJEMPLO 7 Consideremos por ejemplo, la funcién proposicional p(n,m) <= m < n, que

incluye los nimeros naturales n.y m
1. VmeN)(FneN)(m<n
2. (3neN)(YmeN)

3. (VneN)(d3meN)

4 3meN)(VneN)(m<n

Solucién

1. Esta afirmacién es equivalente con {m € N |dn € N,m < n} = N La proposicion es
verdadera, ya que dado un m € N, si tomamos n = m + 1 entonces n € Ny m < n.

2. Esta afirmacion es equivalente a que el conjunto {n € N |Vm € N;m < n} # &. Esta

afirmacién es falsa.

3. Esta afirmacién equivale a {n € N | 3m € N ,m < n} = N. Esta afirmacién es falsa y

un contraejemplo es n = 1 ya que m no es menor que 1 para todo m € N.

4. Esta afirmacidn es equivalente a que el conjunto {m € N|Vn € N,;m < n} # &. Para
que m este en este conjunto, debe ser menor que todos los nimeros naturales. Pero
ciertamente no es mas pequefo que él mismo, por lo que el enunciado es falso mediante

el contragjemplo n = m.

EJEMPLO 8
VzeR)(Jy eR)(x+y=0)

Traducido dice: “para todo nlimero real, existe un nimero real y tal que x +y = 0". En otras
palabras, la proposicion anterior no es mas que una version simbdlica de uno de los axiomas

de cuerpo de los niimeros reales. Observe que la proposiciéon mas fuerte

FyeR)(VzeR)(z+y=0)

es falsa, pues no existe ninglin nimero real y que sirva como inverso aditivo para el conjunto

completo de los niimeros reales.
EJEMPLO 9

Ve eR)(Vy eR)(2® -y’ = (z+y)(z—y)).
VyeR)(VzeR)(2® -y’ = (z+y)(z—y)).

Ambas proposiciones afirman lo mismo, a saber, que la ecuacién

=y =(x+y)(z—y)
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es valida para todos los nimeros reales x e .
EJEMPLO 10 Considere las afirmaciones

Gz es)(Vye Sz >y)
(Ve eS) Py e S (r>y),
donde S es un subconjunto de los nimeros reales. La primera sostiene que en S hay un

ndmero mayor que todos los otros. Por tanto, es verdadera para S = [—3, 7], pero falsa para
S =[-3,7). La segunda declaracién es mucho méas débil que la primera, y resulta verdadera.

PROPOSICION 1 Sea p(z,y) una funcién proposicional con conjunto referencial U. Se
cumplen las siguientes equivalencias:

Q VzelU)(VyeU)p(x,y) <= VyelU)(Vz eU)p(,y)

=

Q@ FrxelU)Fyel)plr,y) <= FyelU)Fzel)p(,y)

O FzelU)(VyeU)pr,y)= (VyeU)3r €U)p(z,y)

Notar que no se tiene el reciproco de la dltima implicacion de la Proposicion. Es decir, no
necesariamente se cumple que

VyeU)JxelU)Plx,y) = (FaeeclU)VyeU)P(z,y) .

Para probarlo necesitamos dar un contraejemplo. Tomemos U = Ny p(x,y) <= x > y. Para
y € N arbitrario, x = y+1 es tal que = > y. Luego, se cumple que (Vy € N)(3z € N)(z > vy).
No obstante, no es cierto que (3z € N)(Vy € N)(x > y) porque ningln entero es mayor que
todos los nimeros naturales.

3 Negacion de cuantificadores

Dada una proposicién p con dominio U, las negaciones de los cuantificadores universal y
existencial son las siguientes:

PROPOSICION 2 Sea p(z) una funcién proposicional. Entonces, independientemente del
universo de significados, se cumplen las equivalencias

(VzeU)p(x)] < (HzeU)px

[(FzelU)px)] <= MzxeU)px

EJEMPLO 11 Sea la proposicién (sobre el universo R)

VzeR)(VyeR)(FzeR)(z<z<y).
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Construimos la negacién de esta proposicion como sigue:

VzeR)(VyeR)(TzeR)(zr<z<y) < [HreR)NVyeR)(JzeR)(z<z<y)
— [@HrzeR)EFyeR)(FzeR)(z<z<y)
<~

FrxeR)FyeR)(VzeR)(x < 2z <y)

Notemos que
(x<z<y)<=(r<z)A(2<y)

Por lo tanto,

(x<z<y<=E<)N(iz<y <= @<z)Viz<y<=(x=z2)V(z=y).

Se sigue que

VzeR)(VyeR)(FzeR)(z<z<y)<= (Fr eR)(Fy e R)(Vz e R)[(x = 2)V(z = y)].

4 Guia de Ejercicios

1. Considerando el conjunto A = {1, 2,3} determine si cada una de las siguientes propo-
siciones es verdadera o falsa. Escriba la negacién de cada una de ellas.

a) (VBeP(A)(Jze A)(x € B)
b) Bz € A)(¥y € A)(|z —y| € A)
c) VBCA)(B#@=3xe A |B|=nux)
2. Considere el conjunto M = {0, 1,2,3}. Determine el valor de verdad de las siguientes
proposiciones. Justifique su respuesta.
a)VeeM,3yeM : (2> —y? <10)V (2> <y +1).
by Vee M\Vye M : (2% —y* > —10) A (z* >y + 1).

3. Considere el conjunto A = {0,2,{0}} y su conjunto potencia P(A), el conjunto de
todos los subconjuntos de A y considere la proposicién cuantificada

VBeP(A),IC C A |BUC|=|A.

a) Exprese en lenguaje natural la proposicién cuantificada.
b

Cc

Determine la negacion de la proposicién cuantificada.

Determine el valor de verdad de la proposicién cuantificada.

)
)
)
d) iCambia el valor de verdad de la proposicién cuantificada si la proposicién | BUC| =

|A| se cambia por la proposicién |BU C| > |A|?

4. Traduzca al lenguaje matematico la siguiente frase:

“Los nimeros naturales tienen un menor elemento, pero no tienen un mayor elemento.”
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luego niegue la proposicién matematica.
5. Determine si son verdaderas o falsas las proposiciones:

a) (JreR)(z®*=1)
b) (Vz € R)(z*=0)
c) (ANzeR)(xz—1=0)

6. Discuta los valores de verdad de:

a) Vae{ab,c,...,z,y,z})(a=ux).
b) (Va e {a,b,c,....x,y z})(a#x).
c) aed{ab,c,....,x,y 2})(a#x).
d) Gae{abc...,z,y,z2})(a=ux).
e) Jae{ab,c....z,y,z})(a=u).
f) (Fae{abec,...,x,y,2})(a=a).

7. Niegue las proposiciones

a) VaeN)(VbeN)(IpeZ)(3ye€Z)ax+ by =1)
b) VB>0)(@meR) (Ve <pm>z)ANNVz>p,m< ).

8. iCuél es la negacién de (F!z € U) p(x)?

(
9. Niegue la proposicién: (Vy € RT)(Iz € RY)(2? = y).
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