Introduccién al Algebra y la Geometria 21-08-2022

Conjuntos y Operaciones

1 Conjuntos y elementos

Supongamos que el proceso mental que une objetos bajo una caracteristica particular nos
da un conocimiento intuitivo adecuado de lo que entendemos por un conjunto. Los objetos
reunidos de esta manera se llaman elementos y decimos que éstos pertenecen al conjunto.
Por lo que, la palabra conjunto la emplearemos para representar una coleccién de objetos
considerada como una sola identidad: (i) los puntos de una segmento de recta, (ii) los nimeros
naturales menores o iguales a 10, (iii) los doce apéstoles de Jesucristo, (iv) las paginas de un
libro, constituyen ejemplos de conjuntos.

DEFINICION Sea A un conjunto dado, a y b denotan ciertos objetos. Cuando a es un
elemento de A, vamos a indicar este hecho escribiendo

ac A (a pertenece a A) .
Cuando b no es un elemento de A, vamos a escribir

b¢g A (b no pertenece a A)

EJEMPLO 1
(i) Si A es el conjunto de todos los niimeros pares, entonces 18 € Ay 5 ¢ A.

(i) Si R es el conjunto de todos los rectangulos y P es un paralelogramo entonces P € R.
Si C' es un circulo, entonces C' ¢ R.

Observacion: Los elementos de un conjunto pueden, a su vez, ser conjuntos en si mismo;
por ejemplo, un libro se puede considerar como un conjunto de paginas, y cada pagina como
un conjunto de lineas escritas; de esta manera, si denotamos por B el libro, P a una pagina
del libro B y por L a una linea de la pagina P se tiene que

LeP y PeB.

Descripcion de un conjunto
Los conjuntos se denotan, en general, escribiendo sus elementos o bien la caracteristica de
estos dentro de un paréntesis de Ilave, en una de las siguientes formas:

(i) Por extension
Para escribir un conjunto por extensién, listamos todos sus elementos separados por
comas vy, finalmente encerrados entre llaves {...}. Si el conjunto estd formado por los
elementos 1, 2 y 3 se escribe
A={1,23}.
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(i)

Noétese que cualquier elemento que no figure dentro del paréntesis no pertenece al con-
junto por ejemplo
4¢ A —-2¢A.

Por compresion
Para escribir un conjunto por comprensién elegimos un elemento arbitrario x y sefalamos
que cumple la propiedad P(z). Finalmente, encerramos toda la expresion entre llaves

A={z|P(x)}

que se lee “A es el conjunto de todos los elementos z tales que cumplen la propiedad
P(z)". Por ejemplo, el conjunto {1,2,3} se describe por compresién de alguna de las
siguientes formas

A = {x | z es uno de los tres primeros niimeros naturales}

o bien
A={zxeN|z <4}.

Lo dltimo se lee “A es el conjunto de todos = pertenecientes al conjunto de los nimeros
naturales tales que = es menor que 4". Esta forma de definir conjuntos es especialmente
atil cuando se trata de conjuntos con muchos elementos.

EJEMPLO 2 Escriba por extensién el conjunto A = {z | = es una vocal del espafiol }.

Solucion A = {a,e,i,0,u}.

EJEMPLO 3 Escriba por compresion el conjunto B = {2,4,6,8,10}.

Soluciéon B = {x € N | x es un nimero par menor que 12}.

DEFINICION (lgualdad de Conjuntos) Decimos que dos conjuntos A y B son iguales si
tienen los mismos elementos. Para denotar que A y B son iguales, escribimos A = B.
Para indicar que A y B no son iguales, escribimos A # B.

EJEMPLO 4

(i)

(i)

(iif)

Si A = {John, Paul, Ringo} y B = {Paul, Ringo, John}, entonces A = B. Note que
la variacion en el orden en el cual los elementos de un conjunto son tabulados o escritos
no afecta al conjunto.

Si A={2,3,4} y B={3,2,3,2,4}, entonces A = B como cada elemento de A esta
en By cada elemento de B estd en A. Note que un conjunto no cambia si se repiten
uno o mas de sus elementos.

Si A={1,2} y B=1{1,2,3,4}, entonces A # B como 3y 4 son elementos de B que
no estan en A.
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EJEMPLO 5 Los conjuntos A = {x |  es un nimero par distinto de cero entre —3 y 3}
y B = {x | 2> = 4}, son iguales, ya que tienen los mismos elementos A = {—2 2} y
B ={-2,2} por lo que A = B.

DEFINICION (Conjunto Vacio) Llamaremos conjunto vacio a todo conjunto que no posea
elementos y lo denotaremos por &.

EJEMPLO 6 Considere el siguiente conjunto
A = {x | x es un alumno con més de trescientos afios de edad} .

Es evidente que este conjunto carece de elementos. Por lo tanto, A es el conjunto vacio, esto
es, A =o.
EJEMPLO 7

(i) SiA={x € N|z < 1} entonces como N = {1,2,3,...} vemos que no existe nimeros
naturales que sean menores que 1 por lo que A = &.

(i) SiB={x € Z|x—3= 1} tenemos que

3 1:> 3+1: 16
r—o=— T = - r=—
5 5 5

16
como x = 2 ¢ Z obtenemos que B = .

DEFINICION (Conjunto Universo) En cualquier aplicacién de la teoria de conjuntos, los
elementos de todos los conjuntos pertenecen usualmente a un gran conjunto fijo llamado
conjunto universo. Este conjunto se denota por U.

EJEMPLO 8 Si trabajamos con conjuntos de comunidades humana, entonces en Chile un
buen conjunto universo es el conjunto de los chilenos que viven en el pais.

EJEMPLO 9 Considere el conjunto A ={z € U | 2*> +3 = T}.

Si U = N vemos que A = {2} mientras que si U = Z entonces A = {—2,2}.

En efecto se tiene que

PP 4+3=T<=1"-4=0= (v —2)(x+2)=0.

Observe que el conjunto A posee distintos elementos cuando se consideran distintos conjuntos
universos, de aqui la importancia del conjunto universo.

DEFINICION (Cardinalidad) La cardinalidad de un conjunto finito A es el ndmero entero no
negativo que representa el nimero de elementos del conjunto A.
Para cualquier conjunto finito A, denotamos su cardinalidad por n(A) .
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EJEMPLO 10

(i) La cardinalidad del conjunto A = {h,i,j,k,l,n} es 6, ya que A tiene seis elementos;
n(A) = 6.

(ii) La cardinalidad del conjunto B = {x | x es un nimero primo y par}, es 1, ya que hay
un sélo nimero primo que es par, el 2; n(B) = 1.

(iii) La cardinalidad del conjunto C' = {x,y,x,x,y} es 2, ya que C sblo tiene dos elementos
distintos; n(C') = 2.

DEFINICION Un conjunto A es subconjunto de un conjunto B si todo elemento de A
también es un elemento de B y lo anotaremos A C B.

Cuando A no es un subconjunto de B, vamos a escribir A Q B.
EJEMPLO 11

(i) Si A= {x € N |z es nimero par } y B = N entonces A C B.

(ii) Los conjuntos A = {2}, B = {1,2,3} y C = {4,5} son subconjuntos de S =
{1,2,3,4,5}. El conjunto £ = {1,2,6} no es un subconjunto de S como 6 € £
pero 6 ¢ S, luego podemos escribir £ ¢ S.

Observacion: Si A es un subconjunto de B, se suele decir que A esta incluido en B, o bien
que A esta contenido en B.

Existen relaciones de contencién fundamentales para un conjunto arbitrario, que estable-
cemos en la siguiente:

PROPOSICION 1 Si Ay B son conjuntos cualesquiera, entonces
Q@ oCACU,
Q@ ACA
QO SiAC By BCC entonces A C C,

QO A=DBsiysélosiAC By BCA.

Diagramas de Venn Una representacion grafica de los conjuntos y de las relaciones entre
ellos viene dada por los llamados diagramas de Venn (ver las figuras abajo). Estos diagramas
son figuras planas cerradas; normalmente, el conjunto universo se representa por el interior de
un rectangulo y los otros conjuntos se representan por discos incluidos en el rectangulo.

SEMANA 3 Pag. 4 - 15



Introduccién al Algebra y la Geometria 21-08-2022

U U U
Co| Q| 0T
ACB Ay B tienen Ay B no tienen

elementos en comun elementos en comiin

Es importante distinguir entre los simbolos y aunque estan estrechamente relacionados
como sigue:

ac€ A<= {a} CA.

2 Operaciones con conjuntos

A partir de conjuntos conocidos se pueden obtener nuevos conjuntos realizando operaciones
entre ellos.

DEFINICION Sean Ay B conjuntos contenidos en el conjunto referencial UU. Definimos las
siguientes operaciones:

Q (Union) AUB={zeU|(x€A)V (reB)},
@ (Interseccién) ANB={zxecU|(xrcA)N(xeDB)}.

PROPOSICION 2 Si X CY y W C Z entonces
Q@ Xnwcynz,
Q@ XUWCYUZ.

Demostracion Por hipétesis, suponemos que X CY y W C Z.
Sea x arbitrario. Tenemos que

reXNY<=(zeX)AN(zeW) (definicién de N)
= (reY)N(xe2) (porque por hipétesis Y CY y W C Z)
—ze(YNZ) (definicion de N)
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COROLARIO 1

@ (ANB)CAC (AUB),

Q@ (ACB)A(ACC)=ACBNC,
Q@ ACB)AN(CCB)=— AUCCB.

Demostracion Sea = € (A N B) arbitrario. Por la definicién de N implica que © € Ay
x € B. En particular, z € A. Esto prueba que (AN B) C A. Ahora bien, si x € A entonces
(x € A) V (x € B) es una afirmacién verdadera la cual es equivalente a x € (AU B), como
queriamos probar.

PROPOSICION 3 Se tienen las siguientes igualdades de conjuntos:
@ !dempotencia: ANA=A4, AUA=A.
Q AUg =4 ANo =0
Q@ AVU=U ANU=A
Q Conmutatividad: AUB=BUA, AnNB=BnNA.
O Asociatividad:

AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC.

Q@ Distributividad:

AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

DEFINICION (Diferencia de Conjuntos) La diferencia entre dos conjuntos Ay B o el com-
plemento relativo de B con respecto a A, es el conjunto que consiste en todos los elementos
que pertenecen a A, pero no pertenencen a B. La diferencia entre Ay B se denota por A— B
y esta definido por

A—-B={xe€A|z ¢ B}.
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DEFINICION (Complemento) El complemento de un conjunto A, que se denota por A,

esta definido por
A={zeU|x¢ A}.

En otras palabras, se cumple que

yademésque A—B=ANB°|

PROPOSICION 4

O Leyes de De Morgan:

(AUB)=4°nBY y (AnB)“=A4°uUBC°

Q (A% = A.
Q ANA® =gy AUAC =U.

Demostracion Demostraremos una de las leyes de De Morgan. Sea x € U arbitrario. Se tiene
que

r€(AUB)Y <=a ¢ (AUB) (definicién de conjunto complemento)
7 €(AUD)
< (x € A)V (z € B) (definicion de U
<—zrcANzeB (Leyes de De Morgan de la légica

= (z € A9 A (z € BY) (definicién del complemnto
2z ¢c (AN BY) (definicién de N

)
)
)
)

Como x es arbitrario, por definicién de igualdad de conjuntos, se concluye que (AU B)¢ =
Acn BC.

EJEMPLO 12 Pruebe que A— B=(AUB) — B.

Solucién Usaremos las propiedades de las operaciones entre conjuntos vemos que

(AUB)-B = (AUB)NnB°
= (AnB°)U(BNB°
= (ANB)UD
= (AN B°)
= A-B
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EJEMPLO 13 Usando algebra de conjuntos, demuestre que para conjuntos arbitrarios Ay B
se tiene:

(ANB)—(ANnC)=An(B-0C)

Soluciéon Notemos que

(ANB)—(ANnC)=(AnB)N(ANC)°

=(ANB)N(A°UC)
[(ANB)NAJU[(ANB)NCe
[(ANA YN BJU[AN(BNCY]
=(@NB)U[AN(B—-C)]
GUAN(B-C)
=ANn(B-0C).

EJEMPLO 14 Si U es el conjunto universo, simplifique la expresion
(ANU)N(A-B).

Soluciéon Se tiene que

(ANU)N(A-B) = A°N(A-B)
= A°N(ANB°
= (A°NA)N B¢
= gnNkBb°
= o

EJEMPLO 15 Demuestre usando algebra de conjuntos que para conjuntos arbitrarios Ay B
se tiene:

1. (ANB)U(A - B) = A.
2. (A—B)UB=AUB.

Solucién

1. Aplicando propiedades algebraicas de las operaciones se tiene:

(ANB)U(A—B)=(ANB)U(ANB°)
= AN (BUB°)
=ANU
= A.
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(A-B)UB=(ANB°)UB
— (AUB)N (B°U B)
— (AUB)NU
— AUB.

EJEMPLO 16 Simplificar usando algebra de conjuntos [B¢U (A — B)‘| N B.

Soluciéon Notemos que

[B°U(A—B)|NB=[B°UANB)|NB
=[B°U(A°UB)|NB
(B°UB)UAY)NB
(B°UA°)N B
(B°NB)U (A°N B)
=g U(BnNA?

= BNA°

=B - A.

EJEMPLO 17 Utilizando algebra de conjuntos demuestre la siguiente igualdad.
[A— (BNAYN[(B-A)NAF‘=A

Soluciéon Se tiene que

[A—(BNAY)N[(B-—A)NAF=[AN(BNA)|N[(BNA%)N A
=[AN(B°UA)|N[BN(A°NA)°
=AN(BNo)°
=AN(@)°
=ANU
= A.

EJEMPLO 18 Usando algebra de conjuntos simplifique la siguiente expresion:
[B—(A-B)|-[(B-A)U(AUB)].

Solucién Primero, usamos la igualdad A — B = A N B’ para escribir las diferencias de
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conjuntos en términos de interseccién y complemento.
[B—(A=—B)—-[(B=—A)UAUB) ] =[BN(ANB)IN[(BNA°)U(AUB)‘*
=[BN(A°UB)|N[(BNA°)U(A°N BY)°
=BN[A°N(BUBY°
=BN[A°NU|*
= BnNJAY°
=BNA.

EJEMPLO 19 Demuestre que si AU C = B, entonces
(B-—A)—-[(A-—B)uC]=2.

Solucién Usando algebra de conjuntos vemos que

(B—A)—[(A—=B)UC] = (B=A)N[A°NnB)UC
= (B=A)N[(A°NB)°NC
= (B-A)N[AUB)NC*
= [(B-A)nN(AuB)|nC*
= (B-A)NCe
= (BnA9)nce
= BN(A°NC°)
= BN(AUQO)*
= BNnB°

.

DEFINICION Dados dos conjuntos A y B definimos la diferencia simétrica

AAB = (A\ B)U (B\ A).

En la lista de ejercicios se pide probar algunas propiedades con la diferencia simétrica.

3 Aplicaciones a encuestas

Hemos visto que la cardinalidad de un conjunto finito n(A) es el n“umero de elementos
que posee.
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PROPOSICION 5 Sean A, B y C conjuntos arbitrarios finitos y n(A), n(B), n(C), las
cardinalidades respectivas; entonces se satisfacen lo siguiente:

Q n(v) =0.
Q n(AUB)=n(A)+n(B)—n(ANB).
O n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC).

EJEMPLO 20 Sabiendo que n(A) = 35y n(B) = 40, halle n(A U B) si:
a) n(ANB) =8

b) Ay B son disjuntos, es decir, si AN B = &.

Solucién
a) Usando la igualdad n(AU B) = n(A) + n(B) — n(AN B), se tiene:

n(AUB) = 35+ 40 — 8 = 67.

b) Si Ay B son disjuntos entonces n(AN B) = n(2) = 0, luego se tiene

n(AU B) = 35 + 40 = 75.

EJEMPLO 21 Suponga que A y B son conjuntos que satisfacen que n(A) =5, n(B) =8y
n(AU B) = 11. Determine n(AN B).

Soluciéon Usando la parte (ii) del teorema se tiene que

n(AUB) =n(A)+n(B)—n(ANB)=—=11=13—-n(ANB)

y despejando se obtiene que n(ANB) =13 —-11=2.

EJEMPLO 22 En una delegacién formada por 44 deportistas, encontramos algunos que par-
ticipardn en las siguientes disciplinas: salto alto, 100 metros planos y salto con garrocha, la
participacién de ellos es la siguiente:

e 24 participan en salto alto
e 18 participan en salto alto y/o 100 metros, pero no en garrocha
e 25 participan en garrocha

e 7 participan en todas las disciplinas
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e 9 participan en 100 metros, pero no en garrocha
e 12 no participan ni en salto alto ni en 100 metros

e 15 participan en salto alto, pero no en garrocha
a) Hacer un diagrama de Venn que muestre claramente la cardinalidad de los conjuntos.

b) Determine:

i. ¢ Cuantos no participan en ninguna de las disciplinas?
ii. jCuantos deportistas participan en salto alto y garrocha?

iii. j Cuantos deportistas participan en mas de un deporte?

Solucién

Considere los conjuntos

S = {alumnos que participan en salto alto} ,
P = {alumnos que participan en 100 metros planos} ,
G = {alumnos que participan en salto con garrocha} .

Considere el siguiente diagrama de Venn

en donde cada uno de los sectores del diagrama de Venn ha sido denotado por una letra
que representa la cardinalidad de cada uno de los sectores. La informacién dada en el problema
se puede traducir en las siguientes ecuaciones:

at+btctdtetf+g+h = 44 (1)
a+b+d+e = 24 (2)

a+b+c = 18 (3)

d+e+f+g = 25 (4)

e =7 (5)

b+c = 9 (6)

g+h = 12 (7)

a+b = 15 (8)

Remplazando (6) en (3) obtenemos que

18=a+b+c=[a=9]

——
9
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Remplazando (8) en (3) obtenemos que

18:a:gb+c:>

de donde se deduce que . De (2) usando los valores ya obtenidos se tiene que

d:24—a—b—e:>

Si en (1) reemplazamos todos los valores encontrados y usando la ecuacién (7) se deduce que

f=M-a-b—c—d—e—(g+h) =|f=5]

12

Remplazando el valor de f en (4) se obtiene que

g:25—d—e—f:

de donde se deduce que h = 1. Por lo tanto el diagrama de Venn es:
U

i. La cantidad de alumnos que no participa en ninguna de las disciplinas es h = 1
ii. La cantidad de alumnos que participa en salto alto y garrochaes d +e=2+7=9

iii. La cantidad de deportistas que participan en mas de un deporte es b+ d+ e+ f =
6+24+7+5=20

4 Guia de Ejercicios

1. Considere el conjunto I = {2n+1 € Z | n € Z} y el conjunto J = {m? | m € I}.
Demuestre que J C I, esdecir J C Ty J # 1.

2. Demuestre que si AU C = B, entonces (B \ A)\ [(A°\ B)UC] = @.
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3. Emplear los teoremas del algebra de conjuntos para probar las siguientes igualdades

a) (AC B) <= (B“ C AY)
b) AAZ = A.
c) AN(BAC) =(ANB)A(ANC).
d) (A\C)U(B\C)=(AUB)\C.
e) (ANB)\(ANC)=(AnB)\ (A°UC).
fyACBCC=C\(B\A)=AU(C\B)
g) BANBYYU(A°NB)+= A=0.
. Sean A, B, C'y D conjuntos. Emplear los teoremas del algebra de conjuntos para probar
que

a) (B\A) CC«=CYC (B°UA)

b) (B\A)CC<«= (D\C)C (D\B)UA.

c) AUB=ANC<«<= (BCANACC.

. Sean A,BC Uy C = (AUB)®. Probar que

(AAB)JAC=AUBUC<~—= ANB=0.

. Se realizé una encuesta a 95 estudiantes de ensefianza media, para saber a que dedican
su tiempo libre:

e 45 se dedican a ver television;

e 53 a navegar por Internet;

e 50 a salir con amigos;

25 ven televisién y navegan por Internet;

20 ven television y salen con sus amigos;

30 navegan por Internet y salen con sus amigos;

10 realizan las tres actividades.

a) Represente la situacion descrita en un diagrama de Venn sin dejar zonas vacias.
b) ;Cuantos estudiantes realizan solo una de estas actividades?

c) ;Cuantos estudiantes no realizan ninguna de estas actividades?

. En un estudio de 120 consumidores realizado en un centro comercial, 80 consumidores
indicaron que compran la marca A de cierto producto, 68 compran la marca B y 42
adquieren ambas. Determine la cantidad de consumidores participantes en el estudio y
que compran:

a) al menos una de estas marcas;
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b) sélo una de estas marcas;
c) Unicamente la marca A;
d) ninguna de estas marcas.
8. En un estudio reciente de 200 miembros de un club deportivo local, 100 miembros
indicaron que ellos planean asistir a los siguientes Juegos Olimpicos de Verano, 60 co-

mentaron que planean asistir a los siguientes Juegos Olimpicos de Invierno y 40 sefalaron
que planean asistir a ambos juegos. ; Cuantos miembros del club piensan asistir:

a
b
c
d

) al menos a uno de los dos juegos?

) sélo a uno de los juegos?

) Unicamente a los juegos de verano?

) a ninguno de los juegos?

9. A principios de los afos setenta se hizo una encuesta a 120 residentes de una ciudad
latinoamericana sobre su interés en los tres equipos del area mas cercana a la ciudad.
De éstos,

= 40 seguian al equipo A,
= 28 seguian al equipo B,
= 31 seguian al equipo C,
» 23 seguian al Ay al B,
= 19 seguian al equipo By al equipo C,
= 25 seguian al equipo A y al equipo C

= 18 personas seguian a los tres equipos.

a) ;Cudntas de estas personas no seguian a equipo alguno?

b) ;Cuéntos seguian al equipo A y al equipo C, pero no al equipo B?
10. De 1200 estudiantes de primer afio en la Universidad de Stanford,

m 582 tomaron fisica,

= 627 tomaron filosofia,

®m 543 tomaron matematicas,

= 217 tomaron fisica y filosofia,

= 307 tomaron fisica y matematica,

= 250 tomaron matematica y filosofia,

= 122 tomaron los tres cursos.

i Cuantos no tomaron ninguno de los tres cursos?
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