Introduccién al Algebra y la Geometria 21-11-2022

Geometria Vectorial (con coordenadas)

1 Vectores: Componentes y longitud

DEFINICION (Vectores: Componentes)
Si se coloca el punto inicial de un vector a en el origen de un sistema coordenado rectangular,
entonces el punto terminal de a tiene coordenadas de la forma (ay, as) o (a1, az, as), lo cual
depende de si el sistema de coordenadas es de dos o tres dimensiones.
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Estas coordenadas se llaman las componentes de a y se escribe

a=(a,a) o a=(ay,ay,az).

EJEMPLO 1 Los vectores mostrados en la fi-
gura son iguales al vector OP = (3,2) cuyo
punto terminal es P(3,2). Se puede considerar
a estos vectores geométricos como represen-
taciones de un vector algebraico a = (3,2).

La representacién particular O? del origen al
punto P(3,2) se llama vector posicion del
punto P.

En tres dimensiones, el vector a = Oﬁ = (a1, as,a3) es el vector de posicién del punto
P(al, as, ag).

vector de
posiciéon de P
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Considere cualquier otra representacion E de a, donde el punto inicial es A(z1,y1,21) y
el punto terminal es B(x9, s, 22). Entonces se debe tener x1 + a3 = xo, y1 + a2 = yo, ¥y
214+ a3z = zo y, por lo tanto, a; = o — Ty, s = Yo — Y1 Y A3 = 2o — 27.

PROPOSICION 1 Dados los puntos A(w1,y1,21) y B(xa,ys, 22), €l vector a con represen-
tacion 1@ es

a= (T2 —T1,Y2 — Y1,22 — 21) -

EJEMPLO 2 Encuentre el vector representado por el segmento de recta dirigido con punto
inicial A(2,—3,4) y punto terminal B(—2,1,1).

DEFINICION La magnitud o longitud del vector v es la longitud de cualquiera de sus
representaciones, y se denota por el simbolo ||v||. La longitud del vector bidimensional a =

(al,ag) €s
lall = \/a? + a5

La longitud del vector tridimensional a = (ay, as, ag) es

lall = \/at + a3 + a3 .

PROPOSICION 2 Sia = (aj,as) y b= (b1,bs), entonces
a+b=(a+by,as+by) a—b=(a; —bi,as — by)

ca = (caq,cay) .

De manera similar, para vectores en tres dimensiones

(a1,az2,a3) + (b1,b2,b3) = (a1 + by, as + by, az + bs)
(ah(lz,as) - (b17b27b3) = (al —b1,a9 — be,a3 — 53)

c(ay,as,a3) = (cay,cas, cas).

EJEMPLO 3 Sia =(4,0,3) y b=(—2,1,5), encuentre ||a]| y los vectores a+b, a—b, 3b
y 2a + 5b.
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PROPOSICION 3 (Propiedades de Vectores)
Si a, by cvectoresy ¢, d € R, entonces

@a+b=b+a Q cla+b)=ca+cb
Q@Qat+(b+c)=(a+b)+c Q (ct+da=ca+da
Qat0=a @ (cd)a = c(da)
Qa+(-a)=0 Q la=a

Tres vectores en R? juegan un papel especial
i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=1(0,0,1).

Estos vectores i, j y k se denominan vectores base estandar. Tienen longitud 1 y apuntan
en las direcciones de los ejes positivos.
Si a = (a1, a9, a3), entonces se puede escribir

a = (ay,aza3)=(a1,0,0)+(0,az,0)+ (0,0,a3)
= 41(1,0,0) + as(0,1,0) + a3(0,0,1)
= mi+agj+azk

Asi cualquier vector en R? se puede expresar en términos de los vectores de la base estandar.

EJEMPLO 4 Sia =i+ 2j— 3k yb = 4i+ Tk, exprese el vector 2a + 3b en términos de i, j
y k.

DEFINICION Un vector unitario es un vector cuya longitud es 1.

Por ejemplo, i, j, k son vectores unitarios. En general, si a # 0, entonces el vector unitario
que tiene la misma direccién que a es

EJEMPLO 5 Encuentre el vector unitario en la direccion del vector 2i — j — 2k.

2 Producto Punto

DEFINICION Si a = (a1, as,a3) y b = (by, by, b3), entonces el producto punto de ay b
es el nimero real dada por
a-b= a11)1 + CLQbQ + CL3b3 .
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Para hallar el producto punto de a y b se multiplican las componentes correspondientes y
se suman. El resultado no es un vector, es un nimero real.

EJEMPLO 6
(274) ’ (37 _1) = 2(3) +4(—1) =2
(=1,7,4)- (6,2, —;) = (~1)6+7(2) +4 (—;) -

6
(i+2j—3k)-(2j—k) = 1(0)+2(2) + (=3)(-1) =7
PROPOSICION 4 (Producto Punto)
Sia, by c son vectores en R? y ¢ es un escalar, entonces
Qaa=|al @ (ca) b=c(a-b)=a-(cb)
Q@ab=b-a
Q@a (b+c)=a-b+a-c Q0-a=0

Al producto punto a - b se le puede dar una interpretacion geométrica en términos del
angulo 0 entre a y b, que se define como el angulo entre las representaciones de a y b que
empiezan en el origen, donde 0 < 0 < 7. En otras palabras, 6 es el angulo entre los segmentos

de recta O—zzl y OB.

TEOREMA 1 Si 0 es el angulo entre los vectores a y b, entonces

a-b = |al|||b| cosf .

Demostracion Aplicando la ley de los cosenos al triangulo OAB de la figura, se obtiene

la = bl* = [la* + [[b]|* — 2[|al|[b]| cos 6 .

EJEMPLO 7 Si los vectores a y b tienen longitudes 4 y 6, y el dngulo entre ellos es /3,
encuentre a - b.
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PROPOSICION 5 Si @ es el angulo entre los vectores no nulos a y b, entonces

a-b
lalIb]l -

cosf =

EJEMPLO 8 Determine el angulo entre los vectores a = (2,2 — 1) y b = (5, —3,2).

DEFINICION Los vectores no nulos a y b se llaman perpendiculares u ortogonales si el
angulo entre ellos es 6 = 7/2.

El Teorema nos da
a-b = [al/[b] cos(r/2) = 0

y a lainversa sia-b = 0, entonces cos = 0, por lo tanto # = 7/2. En consecuencia, se tiene
el siguiente método para determinar si dos vectores son ortogonales.

a y b son ortogonales si y sélosia-b =10 ‘

EJEMPLO 9 Muestre que 2i + 2j — k es perpendicular a 5i — 4j + 2k.

3 Producto Cruz

DEFINICION Sia = (a1, as,a3) y b= (by, by, b3), entonces el producto cruz de ay b es
el vector
axb= (a2b3 — agbg, a361 — albg, a1b2 — azbl) .

A fin de hacer la definicién mas facil de recordar, se usa la notacién de determinantes. Un
determinante de orden 2 se define mediante

“ Z‘ = ad — bc.
. 2 1
Por ejemplo, 6 4= 2(4) — 1(—6) = 14.

Un determinante de orden 3 se puede definir en términos de determinantes de segundo
orden como sigue:

ap as a
’ by by bi by bi by
b1 bg b3 = a1 - +a
Co C1 C3 C1 Co
€1 C2 C3
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Por ejemplo,

12
01 |3 1 30
AR 1‘4 2‘_2‘—5 2‘“‘”'—5 4‘

= 1(0—4)—2(6+5)+(-1)(12—-0) = —38
Ahora podemos reescribir la definicion del producto cruz usando determinantes y los vec-

tores de la base estandar i, j y k, se ve que el producto cruz de los vectores a = (aq, as, as)
y b = (bl,bQ,bg) es

i j k
axb=|a a &3:(12 agi—al &3j+a1 a2k
b2 b3 bl b3 bl 1)2
by by b3

EJEMPLO 10 Sia = (1,3,4) y b= (2,7,—5), encuentre a X b.
EJEMPLO 11 Muestre que a x a = 0 para cualquier vector a en R3.

TEOREMA 2 El vector a X b es ortogonal a ay b.

a X b apunta en una direccién perpendi-
cular al plano formado por los vectores a y b.
Resulta que la direccion de a x b esta dada
por la regla de la mano derecha: si los dedos
de su mano derecha se curvan en la direccion
de a a b, entonces su dedo pulgar apunta en 2/ 0
la direccién de a x b.

TEOREMA 3 Si 0 es el angulo entre a y b, entonces

la-x b = [|al[[[b]| sen()

PROPOSICION 6 Dos vectores no nulos a y b son paralelos si y sélo si

axb=0.

Siay b son vectores, entonces determinan un paralelogramo con base ||a
y area

, altura ||b|| sen @

A= [laf[([b[[sen ) = fla x bl| .

SEMANA 14 Pag. 6- 8



Introduccién al Algebra y la Geometria 21-11-2022

\

l||b]| sin @

EJEMPLO 12 Encuentre un vector perpendicular al plano que pasa por los puntos P(1,4,6),
EJEMPLO 13 Encuentre el area del triangulo con vértices P(1,4,6), Q(—2,5,—1)y R(1,—1,1).

TEOREMA 4 Si a, b y c son vectores y « es un escalar, entonces

Q@ axb=-bxa Q (a+tb)xc=axc+bxc
Q (ca) xb=a(a xb)=a x (ab) Q a (bxc)=(axb)c
Q@ax(b+c)=axb+axc Qax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c

4 Guia de Ejercicios

1. Considere el triangulo de vértices A = (1,5,0), B = (4,1,5) y C' = (8,4, 10). Calcule
los angulos internos del tridngulo ABC'y su éarea.

2. Encuentre un vector unitario perpendicular al tridngulo ABC donde A = (1,2,3),
B =(-3,-2,5), C =(1,4,1).

3. Demuestre que los vectores v = (2,6, —2) y w = (5, —3, —4) son ortogonales.

4. Calcule la distancia entre los puntos (2, —3,5) y (—2,5, —4). Halle las coordenadas del
punto medio del segmento lineal que une los puntos anteriores.

5. Halle las coordenadas de un punto R sobre el segmento que une los puntos P =
(2,-3,5) y @ = (—2,5,—4), de tal modo que la distancia desde R al punto P sea
el doble de la distancia de R al punto Q.

6. Considere el triangulo determinado por los puntos A = (1,3,5), B = (2,-3,6) y
C' = (4,5, —3). Determine el angulo correspondiente al vértice C.

7. Demuestre que la recta que pasa por los puntos (1,2, —9) y (5, —3,14), es ortogonal a
la recta que pasa por los puntos (1,2,3) y (—3,8,5).

8. Demuestre que la ley del paralelogramo:

20x1* + 2llyll* = I+ yl* + [1x — yI*

SEMANA 14 Pag. 7-8



Introduccién al Algebra y la Geometria 21-11-2022

9. Demuestre la siguiente igualdad, llamada identidad de polarizacion:

dx -y =|x+y|* - |x—yl?

10. Suponga que x, y y 2z son nimeros reales distintos entre si. Demuestre que los vectores
(1,2,2%), (1,y,9%) y (1, 2, 2%) nunca son coplanares.

11. Halle el angulo agudo formado por dos diagonales de un cubo unitario.

12. Halle la longitud de una diagonal de un cubo de lado unitario.
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