Introduccién al Algebra y la Geometria

14-11-2022

Geometria Vectorial (sin coordenadas)

Una particula se mueve a lo largo de un segmento de recta del punto A al punto B. El
vector de desplazamiento v, correspondiente tiene punto inicial A y el punto terminal

B y esto se indica escribiendo v = A

D

A

En la figura el vector u = @ tiene la mis-
ma longitud y la misma direccién que v aun
cuando estd en diferente posicion. Si dice que
u y v son iguales y se escribe u = v

El vector cero, denotado por 0, tiene longitud 0. Es el tnico vector sin direccién especifica.

Suponga que una particula se mueve de A a B, asi que su vector de desplazamiento es AB.
Entonces la particula cambia de direcciéon y se mueve de B a (U, con vector de desplazamiento

BC

El efecto combinado de estos desplaza-
mientos es que la particula se ha movido de
A a C. El vector de desplazamiento resultante

/ﬁ se llama la suma de /@ y B? y se escribe

AC = AB + BC

DEFINICION (Suma Vectorial)

Si u y v son vectores colocados de modo que el punto inicial de v esté en el punto terminal
de u, entonces la suma u + v es el vector del punto inicial de u al punto terminal de v.

La definicién de suma vectorial se ilustra
en la figura. Se puede ver por qué esta defini-
cién a veces se llama ley del triangulo.

En la figura se empieza con los mismo vec-
tores u y v y se dibuja otra copia de v con
el mismo punto inicial que u. Al completar el
paralelogramo se ve que u+ v = v 4 u. Esto
da otra forma de construir la suma: Si se colo-
can uy v de modo que empiecen en el mismo
punto, entonces u + v yace a lo largo de la

diagonal del paralelogramo con u 'y v como
lados.
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DEFINICION (Multiplicacién por escalar)
Si ¢ es un escalar y v es un vector, entonces el maltiplo escalar cv es el vector cuya longitud
es |c| multiplicado por la longitud de v y cuya direccién es la misma que v si ¢ > 0y es
opuestaavsic<0.Sic=0o0v=0, entonces cv = 0.

—1.5v
7

Observe que dos vectores no cero son paralelos si son mdltiplos escalares entre si. En
particular, el vector —v = (—1)v tiene la misma longitud que v, pero apunta en la direccién
opuesta.

Por la diferencia u — v de dos vectores se entiende

u—v=u+(—v)

DEFINICION En un sistema cualquiera sea O el origen y el vector que lo representa es el
vector 0. Un vector cualquiera fijo en este sistemal>con respecto al origen O, lo fijaremos
mediante el llamado vector de posicion, es decir OA = a.

Notemos que con la sustentacién de la diferencia de vectores se tiene la relacién funda-
mental

PROPOSICION 1 (Relacién Fundamental)

AB—OB—-OA=b—a
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1 Division de un segmento

Vector de posicion de un punto P, que divide a un segmento AB en una razén dada \.

PROPOSICION 2 Sean A y B dos puntos dados sobre una recta, @ y b sus vectores de
posicion con @ # b. Un punto P divide al segmento AB en la razén A si y solo si
. a4+ \b
AP = APB = f—d = A(b— ) = j— “;;A

@)
a+

Si A = 1, se obtiene el vector posicion del punto medio del segmento AB, que es p = 5

. o‘l

Variacion de \: En forma esquematica se puede expresar

SiA=0el punto P esta en A, si A = fo00 el punto P estaen Bysi A= —1 el punto P

esta al infinito de la recta que contiene a los puntos A y B.

DEFINICION (Combinacién lineal)
Se dice que el vector @ es combinacion lineal de los vectores a7, as, . .., d,, siy solo si existen

escalares x1, 9, ...,x, € R tales que

U= X101 + Toly + -+ + Ty,
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DEFINICION (Vectores linealmente independientes)
Se dice que los vectores aq, as, ..., a, son linealmente independientes si y solo si

T10] + a0y + - - + Tpdy =0

implica que los escalares ©1 = x5 = ... = x, = 0. En caso contrario se dird que son
linealmente dependientes.

DEFINICION (Base)
Se dice que los vectores ajy,as, ..., d, forman una base si son linealmente independientes y
todo vector se puede escribir como combinacién lineal de estos vectores.

Consecuencias:

1. En el plano dos vectores @ y b no nulos y no colineales forman una base.

2. En el espacio tres vectores @, b, ¢ no nulos y no coplanares forman una base.

EJEMPLO 1 Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se dimidian

D c

N

Solucién De la figura se tiene que
AE+ ED = AD <= k(@+0) +plb—a) =1
de donde .
(k—p)ld+(k+p—1)0b=0

Como ady b son dos vectores linealmente independientes entonces k —p =0y k+p—1=0
de donde se obtiene que k = p = % Por lo tanto, las diagonales se bisecan mutuamente.

EJEMPLO 2 Demostrar vectorialmente

OA OB
D
B
b
@] a A C

SEMANA 13 Pig. 4-6



Introduccién al Algebra y la Geometria 14-11-2022

Solucién Sea {@,b} una base, entonces si AB || C'D implica que AB = mCD con m # 0.
Ademas, (ﬁ = xd, @ = yl; @ = @ —O? = yl;—x&', asi por la propiedad fundamental

/@:l;—c_im(yg—x&')ﬁ(1—m$)5+(my—1)526,

- 1
Como {d, b} es una base entonces 1 —maz =0y my—1=0dedonde z =y = e Entonces
OC’_OD@OC—OA_OD—OB(:}AC’_BD@OA_OB
OA OB 0OA OB OA OB AC  BD’
Reciprocamente,
OA_OB:}AC_BD@OA+AC_OB+BD_OC_OD_k
AC ~ BD OA OB oA OB  OA OB

de donde OC' =kay OD = kb. Por otro parte, zﬁzg—(iy
CD=0D—0C =kb— ki = k(b — @ = kAB

por lo tanto AB || C'D.

EJEMPLO 3 Demostrar que la recta que une el punto de interseccién de los lados de un
trapecio con el punto de interseccién de sus diagonales, dimidia las bases.

Soluciéon Se tiene que

E+Ad d+ N

DC || AB <= DC = MAB <= ¢—d = N6 —@) <= F+Ad = d+ A} <= =TS

este Ultimo vector es un vector posicién del punto de interseccién de las diagonales AC'y DB

es decir .
c+Ad d+ b

TN T T
Analogamente de (x) se tiene que

L E-N d-\a

LR R S

De las anteriores ecuaciones obtenemos que

(1+N7=¢+X y (1=Nj=d—xa
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sumando estos términos se obtiene que
I+N7+1—-Ng=¢c+d

de donde

1+N7+ 1 —-Np  e+d
(1T+N+(1-X) 2
este es el vector posiciéon de un punto entre PQ) y C'D que no es otro que el punto M y como
c+d
2

m , €s punto medio de C'D.

2 Guia de Ejercicios

1. En un tridngulo ABC, las transversales de gravedad AA’, BB’, CC' se cortan en GG. Se
toma el punto medio D de GA y el punto medio E¥ de GB. Demuestre vectorialmente
que DEA’B’ es un paralelogramo.

2. Demuestre que en todo paralelogramo, el segmento que une un vértice con el punto
medio del lado opuesto, triseca una diagonal y es trisectado por ella.

3. Sea D el punto medio de la transversal de gravedad AFE del tridngulo ABC'. La recta
BD corta a AC en el punto F'. Determine vectorialmente la razén en que F' divide AC'.

4. Si ABC es un triangulo cualquiera L, M, N los puntos medios de sus lados, AB, BC'
y C'A respectivamente, demostrar que ALM N es un paralelogramo.

5. Se da en un tridngulo ABC, la transversal de gravedad AD. Por B se traza una recta
BEF que pasa por el punto medio £ de AD (F sobre AC'). Demostrar que: 3AF = AC.

SEMANA 13 Pag. 6- 6



	División de un segmento
	Guía de Ejercicios

