Introduccién al Algebra y la Geometria 14-10-2022

Geometria Analitica

1 Distancia

DEFINICION (distancia entre dos puntos)
Sean Pi(x1,y1) y P(22,y2) dos puntos en el plano. Se define la distancia entre ellos como

d(Pr, Py) = \/($1 —x2)? + (Y1 — 12)?.

DEFINICION (distancia de un punto a una recta)
Sea L una recta 'y P(x1,y;) un punto que no esta en la recta L. Se define la distancia de P

a L como la distancia entre los puntos Py () donde () es el punto de interseccién de la recta
que pasa por Py es perpendicular a L. Esta distancia se denota por d(P, L).

TEOREMA 1 Sean P(z1,y1) un punto en el plano y la recta L de ecuacién general ax +
by + ¢ = 0. Entonces, la distancia entre Py L es

_azy +bys + ¢

W=

Demostracion Supongamos que la recta no es vertical, entonces B # (. Podemos escribir

& .,
la recta como y = mx + n donde m = -3 yn= 3 La ecuacién de la recta que pasa por

P y es perpendicular a L es
1

y=——(@@—z1)+uy1.
m
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Para encontrar el punto () de intersecciéon de ambas rectas, debemos resolver el sistema:

Yy = mr+n

1
y = _E(m_x1)+yl

La solucién es

0 m(yy —n)+x1 mPy; + may +n
1+ m?2 ’ 1+ m? '

Por definicién d(P, L) = d(P, Q) y para calcular esta distancia note que
Y1 —b—may

1+m?2
mxry+n—1y

1+ m?

r—Try =

y—umn =

Por lo tanto,

d(P, L) = ,|m? (y1 —n —may)? X (mzy +n—yp)? _ ly1 — n + ma|
| (1 +m?)? (1 m)2 it
Reemplazando en esta ecuacién los valores de m y n en la ecuacién anterior se obtiene el
resultado.

EJEMPLO 1 Encontrar la distancia del punto de interseccién de las rectas v —y —1 =0y
x—2y+1=0alarecta br + 12y — 13 = 0.

2 Circunferencia

DEFINICION Una circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos en el plano
que estan a una misma distancia de un punto fijo. Al punto fijo le llamaremos centro de la
circunferencia y a la distancia comun radio.

Sea el centro de la circunferencia un punto fijo C'(h, k) y sea el radio igual a . Entonces,
si P(x,y) es cualquier punto de la circunferencia, la distancia de C' a P es igual a r. (Ver
figura).

P(x,y)

C(h, k)
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Esta condicion equivale a:

A(P.Q) =re=/(x —h} +(y — k) =1’

y elevando al cuadrado,

(x—h)?+ (y—k)?>=r*.

Esta féormula exhibe las coordenadas del centro y la longitud del radio.

EJEMPLO 2 . Encuentre la ecuacién de la circunferencia que tiene como extremos de un
didmetro los puntos A(—4,6) y B(2,0).

TEOREMA 2 La forma general de la ecuacién de una circunferencia es

> +y’+Dx+Ey+F=0.

la cual puede ser una circunferencia, o punto o el conjunto vacio.

Demostracion Basta completar cuadrado para obtener

< +D)2+( +E>2_D2+E2—4F
Ty yTy) ~ A

» Si D?+ E? —4F > ( entonces la ecuacién es una circunferencia de centro en (—%, —2)
y radio r = v/D? + E? — 4F 2.

NS

D _E)

» Si D* + E? — 4F = 0 entonces la ecuacién es un punto de coordenadas (—%, —%).

» Si D? 4+ E? — 4F < 0 como la suma de cuadrados no puede ser negativa, en este caso
se trata del conjunto vacio.

EJEMPLO 3 . Determine la grafica de las siguientes ecuaciones:
1522 +5y2 — 4o+ Ty —24=0
2. 2242+ 62 -2y +10=0

3. 2% +y? + 8z — 18y + 100 = 0

3 Tangentes a una circunferencia

DEFINICION La recta tangente a la circunferencia C' en un punto P de ella es la recta
perpendicular al radio en dicho punto.

Dados un punto P y una circunferencia C, puede ocurrir una de las siguientes situaciones:
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1. P esta en el interior de C'y no hay tangentes a C' que pasa por P.
2. P estd en C'y hay una tangente a C' que pasa por P.

3. P esta fuera de C'y entonces hay dos tangentes a C' que pasa por P.

EJEMPLO 4 Encuentre las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto (1,—1) a la
circunferencia 22 + 3% + 2x — 6y — 6 = 0.

Solucién La familia de rectas que pasan por el punto es y + 1 = m(xz — 1). Sustituyendo la
y en la ecuacién de la circunferencia, obtenemos

2+ (mzx—m—17+2r—6(mr—m—1)—6=0,
ecuacion que se simplifica a
(1+m?z?+ (2—-2m* —8m)x +m* +8m+1=0,
y para que la recta sea tangente, el discriminante de esta ecuacién debera anularse, o sea
(2—2m* —8m)? —4(1+m?*)(m* +8m+1) =0,

de donde 3m? — 4m = 0, que tiene soluciones m; = 0y my = 4/3. Por consiguiente, las

ecuaciones de las tangentesson y = -1y y+ 1= g(x —1).

/17 _1)

EJEMPLO 5 Hallar las ecuaciones de las tangentes de pendiente m = 2 para la circunferencia
22+ y* + 22— 6y — 6 = 0.

Solucién Las tangente seran de la forma y = 2x + k, sustituyendo en la ecuacién de la
circunferencia y simplificando obtenemos

2+ 20+ k) +22—6(2r +k) —6=0<= 52"+ (4k — 10)x + (k* — 6k — 6) = 0.
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Haciendo el discriminante de esta ecuacién igual a cero, se sigue que:
(4k —10)* — 4(5)(k* — 6k — 6) =0,

y simplificando k2 — 10k — 55 = 0, por lo que k = 5 4 4+/5. Por consiguiente, las ecuaciones
de las tangentes de pendiente m = 2 son y = 2x + 54+ 45y y =22 + 5 — 4/5.

TEOREMA 3 Sean L una recta tangente a la circunferencia C' de centro en Q(a,b) y radio
r. Entonces, la distancia de la recta L al centro de la circunferencia es igual al radio de la
circunferencia, es decir d(Q, L) = r.

EJEMPLO 6 . Dada la familia de curvas de ecuacién
2 .2 _
4y =8 +k—-1=0
establecer:
a) jPara cudles valores del pardmetro k la curva es una circunferencia?
b) jPara cudles valores del pardmetro k la circunferencia pasa por el punto P(7,0)7

c) ¢Para cuédles valores del parametro k la circunferencia es tangente a la recta z+y—10 =
07

PROPOSICION 1 Dados tres puntos en el plano P,Q y R en el plano, existe una (nica
circunferencia C' que pasa por los puntos P, Q) y R.

i Cual es el procedimiento para obtener el centro de la circunferencia que pasa por 3 puntos?
Video de la pelicula “el hombre sin rostro”

4 Familias de circunferencias.

» Dadas las circunferencias de ecuacién general

Ch P+ + Dz +Ey+F =0
02: $2+y2+D2$+E2y+F2:O

tales que C; N Cy = {P,Q}. Entonces la familia de circunferencias que pasan por los
puntos Py () estd dada por

Cy : B>+ + D+ Eyy+ P+ MNa? 4+ 2+ Doz + Foy + F») =0
s Cuando A\ = —1 obtenemos la ecuacion de la recta
(Dl — DQ)[L’ —I— (El — Eg)y + (Fl — FQ) = 0

llamada ecuacién del eje radical.
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= Observacién. Para hallar los puntos de interseccién de dos circunferencias que se cortan,
conviene determinar la ecuacién del eje radical y luego buscar las soluciones comunes a
la ecuacién del eje y a una de las circunferencias. La ecuacidn del eje radical se obtie-
ne facilmente, restando miembro a miembro las ecuaciones de las dos circunferencias,
preferiblemente en su forma normal.

Observacion. Sean C; y (s circunferencias con centros Q1 y Qo y radios 1y y 7o,
respectivamente. Entonces

» Sid(Q,Q2) > r; + ry entonces C1 NCy = .

= Sid(Q,Q2) =ri + ry entonces C; N Cy = {P}.

» Sid(Q,Q2) < ri+ ry entonces C1NCy = {P,Q}.

EJEMPLO 7 . Encuentre la ecuacion del eje radical de las circunferencias C; y Cs y
determine las coordenadas de sus puntos de interseccién, donde

C : (x+2)2+(y—4)>2=10
Cy : (x—1/2)* + (y— 3/2)> =5/2

EJEMPLO 8 . Dadas las rectas y = x + 9; «x + 2y — 24 = 0. Encuentre una recta
que pasa por la interseccion de las rectas anteriores y determine en la circunferencia

3
22 +y* — 4z + 4y + 7 = 0 una cuerda de longitud \2_

Guia de Ejercicios

. Encuentre la ecuacién de la circunferencia cuyo centro estd en el punto de interseccién
de las rectas © —y = 1, 2x + 3y = 22 y que es tangente a la recta L, : 3x + 4y = 16.
Encuentre la tangente a la circunferencia paralela a Ly (no la misma).

R:3x+4y —46 =0
. Halle la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro sobre la recta de ecuacién

2x + 1y — 14 = 0 y que pasa por las intersecciones de las circunferencias de ecuaciones
>+ —8r—4y+11=0y2?+y* —4do+4y—9=0.

R:2? + 9% —10x — 8y +21 =0

. Hallar la distancia entre las rectas L, y Ly de ecuaciones asociadas —3y + 2z = 3,
6y — 4r = 3, respectivamente.

R:d=9/2/13

. Sean A = (1,2), B = (2,1). Demostrar que el lugar geométrico de los puntos P(z,y)
tales que d(A, P) = 2-d(B, P) es una circunferencia, indicando el centro y el radio.

. Demostrar que las tangentes desde el origen a la circunferencia 2% +y%—142+2y+25 = 0
son perpendiculares entre si.
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25
6. Dada la circunferencia C' de ecuacién z2 + y* — 4z + 5y — 1= 0.

a) Determine su centro y su radio.
b) Sea (U] otra circunferencia cuyo centro es el mismo que el centro de C' y es tangente
a la recta 4z — 12y = 1, determine la ecuacién de .

R: a) C(2,=5/2) y r = 1/33/2; b) (x — 2)* + <y + ;) _ 123

7. Un tanque cilindrico reposa su lado paralelamente y contra la pared de un almacén (ver
la figura). Hay una escalera de mano apoyada contra el edificio, que pasa sobre el tanque,
apenas tocandolo, y tiene una pendiente de —1. Encuentre una ecuacién para la recta
de la escalera y la longitud de la escalera.

y A

\ &S

Riy=—-2+2+v2 d=(2+V2)V2.

8. Dadas las rectas y = x +9 y x + 2y — 24 = 0. Encuentre una recta que pasa por la
interseccién de las rectas anteriores y determine en la circunferencia 22 +y*—4x+4y+7 =

3
0 una cuerda de longitud -
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